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PREFACE. 


Ti \ Géométrie est relative à l’etendue: IVlemlue ou l’espace, abs- 
traction faite des corps qui s’y trouvent, est infini et homogène, ses 
parties ne sont sdparèes par aucune limite ; mais on peut les conce- 
voir grandes ou petites , figurées de façon ou d’antre ; la difficulté' 
est de s’en faire des idees si distinctes, que l’on puisse assigner les 
rapports qu’elles ont, soit entr’elles, soit avec le tout dont elles font 
partie. 

Celles qui ont à l’espace le rapport le plus simple sont sans doute 
ses moitie's; cependant, comme il peut dtre partage en deux egale- 
ment , d’une infinlld de mauières ; éneore faut-il en choisir une , qui 
mette entr’elles et lui un rapport assignable. La seule qui se présente 
est celle , qui fait ces moitiés d’une parité telle , que la limite qui 
les sépare, ne dévie nulle part ni vers l’une ni vers l’autre. C’est 
celte limite que j’appelle Plan ou Su/face-plane ; et c’est en par- 
tant de l’idée que je viens d’en donner, que je définis la Ligne- 
droite , celle qui partage le plan en deux également, sans dévier uulle 
part vers Tune ou l’autre de ses moitiés. De ces définitions du plan et 
de la ligne droite , passant à celle de \ Angle , je dis que c’est la 
portion de plan , grande ou petite, qui est contenue entre deux lignes 
droites qui se coupent, et qui sont terminées à leur point de section. 

Ces trois définitions suffisent à former celles des lignes courbes , 
des surfaces courbes , des solides, et en général de tous les objets que 
présente la Géométrie. Puis donc que ces objets tiennent leur existence 
de leurs définitions ; celles-ci doivent être claires, complettes et pré- 
' cises’: claires, afin que leur objet se montre de prime-abord; complettes, 
' afin que cet objet soit déterminé ; précises, afin qu’il n’offre rien de 
'“superflu. 

La définition que j’ai donnée du plan , réunit ces trois conditions: 
son objet se montre à découvert, on le reconnoît partout où il prend 
une forme sensible , comme à la surface' d’un lac parfaitement calme, 
k celle d’un marbre poli , k celle d’un miroir ; elle est complette , 
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exclusive de ioutc inde'tcnnination dans son objet ; elle est précisé , 
on n'cn retranchcroit rien, sans mutiler son objet. J’en dis autant de 
ma définition de la ligne droite ; elle met son objet sous les yeux; 
elle le détermine en tous ses points; elle exclut toute superfluité. Le 
lecteur jugera si ma définition de Tangle réunit ou ne réunit pas ces 
conditions. 

Il n’en est pas de même des défùiitîons qae Ton donnoit avant moi , 
du plan , de la ligne droite , et des angles. Euclide commençant par 
la ligue droite dit , que c’est celle qui repose également entre ses 
points. D’autres la définissent, celle qui est déterminée par deux points; 
d’autres encore , celle q^ui est la plus courte entre deux points. Mais 
la définition d’EucIlde pécbe en ce qu’elle ne dit pas, quel doit être 
l’ai rangement des points d’une ligne, pour qu’elle puisse reposer en- 
tr’eux également. La définition r[ui détermine la ligne droite par deux 
points , la caractérise par qne de ses propriétés , mais bisse à deviner, 
comment deux points sufFiscnt à la déterminer; d’ailleurs cette défi- 
nition ne présente aucune image de la ligne droite , et ce défaut lui 
est commun avec celle, que la lig.no droite est la plus courte entre deux 
points. Les géomètres qui s’arrêtent à celle-ci,, en tirent comme coiv- 
séquence immédiate, que d’un point k un autre, on ne peut tirer 
qu’une ligne droite ; mais que répondroient - ils k quelqu’un quf 
leur diroit : vous concevez comme moi ,. qu’il y a une infinité de 
lignes k tirer d’un point k un autre y qu’entre ces lignes , il y en a 
^ de longueurs difl'érentes; que celles de longueur plus petite, comme 
celles de longucm plus grande, sont en nombre infini; pourquoi réduL- 
scz-vous les plus petites à une seule ; estril impossible , qu’entre plu- 
sieurs quantités de même nature , celles du plus petit module soient en. 
nombre quelconque ? 

Par rapport k l’angle, les définitions qui ont précédé la mienne, 
se léduiscnt à deux ; l’angle, dit Euclide, est l’inclinaison de deux 
droites qui se coupent sur un plan l’angle, disent d’autres géomètres, 
est l’écart plus ou moins grand de deux droites tirées du même point; 
Ainsi Euclide définissant l’angle par l’inclinai.son, qui, tout aussi bien 
que l’angle , demanderoit sa définition , ne fait que substituer uuo 
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dénomination à une autre. La deGnition qui rapporte l’angle à l'ccait 
de deux droites , ne fait non plus que substituer au mot d’angle le 
mol d’ecar-t, qui auroit d’autant plus besoin d’étre déüui, que deux 
droites, assujetties à un point commun, pouvant s’écarter l’une de 
l’autre d’une inGnité de manières , on ne sait à laquelle il faut rap- 
porter Fanglc. Au contraire, la de'Gniiion qui lait de l’angle, la portion 
de surface plane, contenue entre deux droites, qui se coupent sur 
cette surface,. et qui y sont termine'es à leur point de section , n’ad- 
mettant aucun terme qui u’ait c’ic préalablement défini , présente à 
l’esprit son objet , sans aucune indétermination. De plus , elle met 
en évidence, que la grandeur de l’angle dépend, de la quaulité dé sur- 
face plane contenue entre ses jambes. D’où il suit , de conséquence 
en conséquence , que lorsque sur un plan deux lignes droites font 
avec une troisième des angles intérieurs inégaux à deux droits , ces 
i deux lignes se rencontrent; proposition si importante, que sans elle 
i en ne fait que de vains efforts pour prouver que les trois angles d'un 
\ triangle sont égaux à deurt droits. Aussi £ucllde l’emploie-t-il à cet 
telTet , comme axiome : e’est le nom qu’il lui donne. 

Je passe aux définitions du pfan, qui avofent cours avant celle que 
fen ai donnée : selon Euclide, le plan est la. surface qui repose éga- 
7lemententre ses lignes droites: selon d’autres géomètres , le plan est 
une surface sur laquelle, prenant deux points- h volonté, et tirant de 
l’un è l’autre une ligne droite , elle est toute entière dans cette sur- 
face : selon d’auties encore , le plan est une surface à laquelle une ligne 
droite est applicable en tout sens. Ainsi ces géomètres s’accordant à 
définir le plan par la ITgnc droite, que tous ont mal déGnie, le vice 
de sa définition passe à celle qu’ils en dérivent.. 

Quant au Point, Euclide le définit , ce qui n’a point de parties. 
La déGniüon qu’on-en doniio communément en. fait la b'mile dés-lignes. 

Ici se présente une observation : c’est que tous Tes géomètres quT 
m’ont précédé, commencent par définir le point , puis lès lignes , en- 
suite les surfaces, et enGn tes solides; qu’àiusi' ils renversent Tordre 
dans- lequel on forme ces idées : car les- points étant les limites' des 
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lignes ; les lignes, les limiles des surfaces, cl les surfaces les limites 
des solides ; par une première abstraction, de l'idée des solides, on 
passe à l’idée des surfaces ; par une seconde abstraction , de l’idée des 
surfaces, ou passe h l'idée des lignes; cl par une troisième, de l’idée 
des lignes , on arrive cnGn à celle des points. 

J’ajouterai que les trois premiers objets de l’attention des géomètres, 
le plan, la ligne droite, et les angles, sont comme les élcniens de tons 
ceux qu’ils prennent ensuite en considération ; qu’il n’est aucun de 
ceux-ci, qui ne se forme de ceux-là , ‘a l’aide s’il le faut du mouve- 
raent; que par conséquent, si les définitions des premiers sont obs- 
cures , celles des seconds le sont aussi ; et partant , que l’obscurité de 
toutes ces définitions , ternit l’éclat de toutes les conséquences qu’on 
lire de ces définitions mêmes. 

iVlals j’entends un censeur qui s’écrie — Qu’importent vos clémens 
et vos définitions, la Géométrie a fait assez de progrès sans eux et 
sans elles; nous sommes satisfaits de ceux que lui ont fait faire Euclide 
cl scs successeurs ! . . . . On seroit satisfait à moins. . . . Mais si en 
reconnoissant les services que ces géomètres ont rendus à la science, 
on faisoit disparoi tre leurs négligences, leurs manquemens, leurs erreurs, 
ne scroicnt-ils pas les premiers à y ajiplaudir ? 

Un jeune homme à qui l’on a vanté la Géométrie, comme n’admet- 
tant que des piincipes évidens, et des conséquences rigoureuses de 
ces principes, ne s’attend pas à ce qu’on fixe d’abord son attention 
sur des définitions qui n’offrent à son esprit qu’une idée confuse de 
leur objet, et que, bientôt après, on lui donne pour axiome ce qui 
ne lui paroit pas évident. Dans sa surprise , est-ce à son manque de 
conception , à l’impéritie de son maître, à la Géométrie même , qu il 
imputera la confusion de ses idées ? Mais la réputation de son maure 
est trop bien établie ; celle de la Géométrie encore mieux ; c est donc 
sa conception qui est en défaut ; la Géométrie passe sa portée; il 
prend le parti de suivre d’autres études; celle qu’il abandonne, est 
pourtant celle qui pouvoit le mieux développer ses facultés. 

Ce fut en partie pour réconcilier avec la Géométrie les esprits 
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qui se laissenl trop aiscmenl rebuter par les obstacles /que je publiai 
en 1778, lies Elcinens qui eu applanissoient l’eutie'ej mais je suis 
loin lie penser qu’ils missent l’inlerieur de la science , dans l’ctat où 
il dei’ioit (}lre : ils ne sont exempts, ni d’erreurs , ni d’omissions, ni 
d’autres imperfections. C’est pourquoi je me de'terniine a en faire une 
édition plus correcte , plus intelligible, et plus complette que la pre- 
mière ; mais je ne la fais pas pièce'der , comme elle , par des Ele’mens 
d’Aritlime’tique et d’Algèbre^ je suppose au lecteur la connoissance 
des raisons et proportions , et des équations des deux premiers degrés. 
S’il y joint celle des permutations , des combinaisons, et du déve- 
loppcmeut d’un binôme élevé à une puissance d’exposant entier; il 
pourra lire les articles que j’introduis sous le nom de Dig/csaions , 
parce que ce sont moins des propositions de Géométrie , que des 
réponses à des questions qui tiennent à la Géométrie. 

J’aurois désiré faire une' seconde édition de" tout l’ouvrage dont je 
viens de parler, mais ni le tems ni mes forces ne me l’ont permis. Cet 
ouvrage contient des propositions de Trigonométrie, tant plane que 
sphérique, que quelques personnes m’ont attribuées, parce que M. 
Euler , qui en est l’inventeur , ne les a mises au jour qu’après moi ; 
mais je les tiens de lui , je les ai recueillies de ses leçons , avec plu- 
sieurs condisciples. M. Euler faisoit paraître dans les Mémoires de 
plus d’une Académie , dans les recueils de divers journaux , et dans 
ses propres recueils d’opuscules , un grand nombre de théorèmes et 
de problèmes , les uns supérieurs , les autres inférieurs aux proposi- 
tions dont il s’agit; pouvois-jc imaginer, qu’il ne les eût pas publiées, 
lorsque vingt-cinq ans après en avoir eu connoissance , je les inséra! 
dans le Développement nouveau, etc. ? Je croyois alors l’inventeur 
si bien connu, que je n’avois nul besoin de le nommer; je me trom- 
pois : c’est pourquoi je saisis cette occasion, non pas de rendre à César 
ce qui est à César , parce que je ne me suis pas approprié ce que 
m’attribue une erreur que je n’ai pu prévenir n’ayant pu la prévoir; 
mais je saisis cette occasion de redresser cette erreur. 

Je ne terminerai point cette préface sans témoigner publiquement 
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:à Messieurs les Professeurs Peschier et Schauh ma reconnolssance 
des soins obligeans qu’ils ont apportes à la correction de cet ouvrage 
«t des excellentes remarques qu’ils m’ont fait parvenir durant le cours 
tic son impression x j’en ai profite le plus souvent. 
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SECTION PREMIERE. 

Du plan f de la ligne droite, de V angle en général 
angles intérieurs et extérieurs des polygones 

Il n’est pns f:icilo die pnsser des idées qui viennent imme'dlaieracnl 
aux idées al)strailes do la Géométrie. Cela s’csl pourtant fait de tome aiieionnclé; 
mais on ignore par qui cl do quelle maiiicre. Si l’Histoire nous l’utoil appris, 
nous saurions comment les idées scientifiques se formèrent des idées communes, 
cl les unes nous feroieul concevoir les autres. C’est donc un sen icc à rendre à 
la Gi'oméirie , que de sujipléer par une fiction au fait historique dont les traces 
se sont clTacécs. 

Jadis un chasseur , avant tue dans la plaine un daim d’un coup de flcclio , 
voulut savoir à quelle di.'-lance il avoil atteint sa proie; et à cet cQcl, posant 
siircessivement son arc sur celte distance , il trouva dans le nombre de fois 
qu’il put l’y poser, 1a longueur qu’il avoil intention de mesurer. Puis réflc- 
chissant à celle circonstance, que lorsqu’il posoit son arc sur le terrain , ih 
fesoit une singulière attention à ne le poser <|uc scion certaine direction , 
exclusive sic toute autre; cetip direction, dit-il , qu’on iiomiuo ligne droite, 
et dont j’ai une idée si claire, si l’on me demandoilen quoi elle consiste et ce 
qui la distingue de toute autre, comment répoudrois-jc? Dirois-je que c’est la 
direction que suit une Qèclic au sortir do l’arc , ou celle que prend un fil 
chargé d’un plomb, quand U est retenu par son autre extrémité ; |ou mieux 
encore, celle d’un rayon de lumière qui pénètre dans un lieu obscurcirais 
aucune de ces images ne mettroit sous les yeux les propriétés par lesquelles la 
ligne droite se distingue de toute .tulrc’; il eu fatidroil une qui les fil au moins 
entrevoir ; on tâchcroil ensuite de s’en faire des idées distinctes. Or cette 
image à desirer, ne seroit-elle pas celle que présente une ligne tracée au cor- 
deau sur une plaine? Abstraction faite des bornes de la plaine , cette ligne ne 

t 
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la parlagcroil-cFIc pas en deux parties égalés, saus se porter vers l’iinc plus rpie 
vers l'autre? Ces idées ne se rapproclieroicnt-elles pas encore [ilus des idées 
abstraites cl intellectuelles, si l'on siilistituoil à lu plaiue lu suri'ace d'un Inc 
parbiiteineut ealnic , et à la ligne tirée au cordeau sur cette piniiio , le trait 
subtil que riiiingiuution trace «le «Irait Hl sur lu surface de ce lac? l’arrnp|H>rt 
ensuite à cette surface , qu'on «ptaliOeroii de plàne , ne diviseroil-ellc pas l'es- 
pace eu deux parties égales, sans se porter vers l’une pins que vers l’autre, et 
■ ne seroll-ec point en cela -«pte cousisteroit son caractère disliiiclit ? 

^ C’est ainsi que le cliasseur développe, cl les rapports de La ligne droite à la 
surface plauc ou au plan, et ceux du plan à l’espace. Mais après être renioiiié à 
l’espace , comntç l-tdijct duquel dtitivcul scs n«>tHins de pluu et «le ligne 
driûlc , il ne peut r«:monter de l’espace à «picUpic autre objet duquel il dérive. 
C’est pour«|uoi il le cuiisidérc en lui-inèiue uriii «pie s'en faisant une idée plus 
complète et |)lus dislincle j les idées de plan cl de ligne droite , qu’il eu a fait 
«dépendre, dcvicunenl aussi plus comjilèlcs et plus «listiuctct. 


Explication» et dijliiitions fondamentale». 

L’univers déploie à nos yeux un espace immense. C'est «lans son immensité 
que les corjw cxLstcut en repos ou en mouvement, et sont sujets à divers cliaii- 
gemens, soit dans leur forme extérieure ,- soit dans rarrangemenl de leurs 
parties intérieures, taudis que l’espace, invariable dans tous scs points , demeure 
dans un éternel rcjios. L’idée que nous nous en formons est doue , «ju'il est 
inCiii ou sans bornes; ho mogè ne on partout semblable à Ini-méinc. U est sans 
bornes ; à «juelquc distance que l’imaginatiuii les transportât, elles se Iromeroient 
dans son élen«lue, et en seroienl de toute part environnées. 11 est partout sem- 
blable à lui-même : la place qu’un corps y occupe en certain lieu, ne dilTérfc 
pas de celle qu’il occuperoit en tout autre lieu. EiiOn l’espace est autour d’un 
corps placé quel«|ue part dans son immensité , ce qu'il Csl autour de ce corps 
placé autre part tlans son iiumensité-mêmc. 

Conformément à cette idée de l’espace , on peut le concevoir divisé en deux 
également par une limite <|ui , dans sa totalité , comme dans l’une (|Uclconqus 
de scs parties, se rapporte à la moitié de l’espace qu'elle laisse d’un côté, 
comme à la moitié do l’espace qu’elle laisse de l’autre ciilé. C’est celle limite, 
continûment indllTéronte aux deux parts qu’elle fait de l’cspaiM: , que le chasseur 
qualifie de Plan ou de Surface plane. J’observ e ensuite «pic , c«)nimc l’espace 
est iufuii et Lomogéiie , il eu est de même du plan ; qu'il csl infmi , pui.s«]ii’il 
divise en deux cgalcmciil l’espace <]ui est iiiQni; qu'il est Lomugeue, puis«|u’il 
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est rominunienl laJiüërent atix deux parts tju'U fuit de l’espace , qui est 
homogrrHî. 

l,c rba.DietTT continue et dit : le plan étant infini et liomogi nc comme IViipace , 
peut coiiiinc l’espace se diaiser en deux efjalcincnt , par une limite qui, soii en 
totalité, soit en rime quelconque de ses parties , se rapporte au demi plan 
qu’elle laisse à sa droite , comme an demi plan qu’elle laisse à s.i gaiiclic. C'est 
cette liniilc , continûment indifTerenlc attx deux parts qu’elle fait du plan, que 
le cliasseiir nomme Ugne droite ; après <ptoî il dTisene, qn’elic est connue le 
pl»rr,~nifinlc~et Iiontogènc T Infinie, piristpi’elle ditisc en deux également le 
plan, qui est iiifiui ; lioinogène , puisqu’elle est continûment iudifl'étetitc aux 
deux parts qu’elle fait du plan , qui est homogène. 

De ces définitions , le ehassenr passe à celles des suiTaccs on superficies con- 
sidérées en général et dit , que ce sont les limites qui sc]iaienl une portion 
quelcompic de l’esjiace du reste do l’espace. Il les distingue ensuite en planes 
et courbes : pianos, celles qui ont les propriétés du plan : coiirhes, colles qui 
ne les ont pas. Il dit aussi des lignes en général , que ce sont les limites dos 
suriaces j puis il les distingue en droites et courbes : droites, celtes qui ont les 
propiiélés de la ligue droite : cdiirlies, celles qui ne les ont pas. II dit encore, 
que le point e.st 1a limite des ligties ; et par ra[>port aux limites des quantités 
étendues, ce sont , stiisant lui, les termes auxquels ces qiianlilcs parAicnnent, 
mais ipdclles no dépassent pas. EtiGn , à la ressemlilattce de l’espace , ipii c.M 
autour de l’un de ses points ce qu’il est autour d’un antre (pielcoiique, 1e chasseur 
oltsurtc qu’un plan est aussi autour d’un de ses points, ce qu’il est autour d’uu 
autre ; et qu’une ligne droite est encore , de part et d’autre d’un de ses puluu , 
cc qtt’clle est de part et d’atitrc d’un quclcooipic de ses autres points. 

De la définition que le clins.scur s’csl faite du plan , il tire ensuite cette 
conséquence, savoir , que deux plans peuvent toujours convenir ou coïncider, 
c’est-à-dire , être couchés l’un sur rautre de manière tpi'Ils se touchent (lar 
tous leurs points : car jtuisque chacun d’eux n’a d’autre fonction que celle de 
partager l’espace en deux jiartics égales , sans cesser nulle part d’etre indilrérenl 
à l’une cl à l'atilre ; ils ne peuvent différer , ni par rapport aux parties qu’ils font 
de l’espace , iiî par rapport à la manière dont il les font ; d'où il suit tpi’D n’y a 
cutr’eux aucun principe de difl'érence , et partant, qu’ils sont toujours capables' 
do convenir ou de coïncider. 

Le chasseur tire une con.séquencc .scnddahlc de sa définition de là ligne 
a. droite, savoir, tpte deux lignes droites sont toujours capables de convenir 
ou de coïncider. Car puisqtte chacune d’elles n’a d’autre fonction tpic celle de 
diviser le plan eu deux (>aiücs égales, sans cesser nulle part d'être iuJifTérente 
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i Time et ù l’autre; elles ne peuvcut dilTe’rer, lû par Ri]>port aux parues qu’elles 
fout lIu plan , ui par rapjiorl à lu niauiére tloul elles les fout ; il ii’y u donc 
cnlr’clles aiieuo principe de diirérence , et partant , elles sont loujoui-s ca(ublcs 
de convenir ou de eoïueîder. 

Telles sotit les idées premières et fundan>eii\ales de la Gcoméliîe. Nous les 
•avons lait dévelopi>cr par un chasseur, auquel nous ne supposions auciuie con- 
^issance préliminaire de celte scleuec; aün que le lecteur [tassant avec lui des 
idées coninnuies aux idées scientifiques, vit de quelle manière les unes se for- 
t nioiciit des autres. Ce sera nous présentement, qui ferons sortir de nouvelles 
•^ lunneres , de celles que le chasseur nous a comtnuuiqtices. 

T lï É O E È M E I-* 

»•* 3. Deux ligne* droite» tracées sur le mime plan coïncident, quand elles ont 

deux points communs. 

Deux lignes droites jtcuvent toiiiours coïncider, et quand clics coïncident, 
«lies sont sur le meme plan. Ce n’est donc pas mettre obstacle à leur coïnci- 
dence , qtie de les supposer d’avance sur le même plan , et de leur y donner 
un point commun ; attendu que de l’état de coïncidence , on peut les faire passer 
fl celui qu’on vient de supposer, et que de ce secum^, elles peuvcut retourner 
au premier. 

Soient donc AB, AC (fig. t), deux droites qui tracées sur le même plan Y, 
y ayent eu comuiim le point A. Un moven inraillihlc de les faire coïncider, 
c’est qu’AB l’une des deux tourne autour du point A sur le plan Y , just(u’à ce 
que P, l’mi de ses autres points, arrive sur AC : car lorsque P sera arrivé sur 
AC, les droites AB, AC, coïncideront ou ne coïncideront jamais; vu qu’AB 
continumit de tourner , le point P sortira d’AC. Mais il a été ohscrv é , que le 
tournoiement d’AB autour du point A, devoir de nécessite, procurer en certain 
niomeut la coïncidence d’AB avec AC ; donc ce moment ne peut être que celui 
où le point P de la droite AB arrive sur AC; donc deux droites tracées sur le 
même plan coïncident , quand elles ont deux points commiais. 
n.* 4. Conséquence. Lorsque deux droites sont sur un plan et qu’elles se coupent, 
elles ne se coupent quen un point : car si elles se coiipoient en plus d’un point, 
deux rjuelconques de ces points les feroicnl coïncider , ce qui répugueroit à la 
euppositiou. 

Déjinitions. Deux droites AB, CD (fig. .a), qui se coupent sur un plan, 
eu fout quatre parts ASD, DSB, BSC, CSA , qui soûl des angles : un angle , 
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eit donc une partie du plan telle , qu'elle a pour limite deux droites qui 
se rencontrent, et se terminent à leur point de rencontre. Les droites AS, 
SD tjiii liiuilcQl un angle ASD sont ses jambes; son sommet S, est lenr point 
de concours; sa grandeur est la grandeur nulme de la portion de plan qui est 
limitée par ses jambes. Mais comme celles-ci limitent aussi bien la grande (|U« 
la petite des deux parts qu’elles font du plan , l’on est convenu , pour éviter les 
nié|>riscs, que ce qui se diroit d’un angle, s’entendroit de la plus petite de ces 
deux parts, à moins que celui qui parle ne le rapporuît expre.sscntent à la plus 
gronde. Ajoutons premièrement , que deux quelcompics des quatre angles 
ASD , DSB , BSC , CS.\ , sont dits angles de suite , quand ils se suivent ; qu’ASC, 
CSB, de même que CSB , BSD, sont des angles de suite : secondement, que les 
angles qui sont vis-à-vis l’un de l’aiiiTe, comme ASC, DSB ou CSB, ASD, sont 
dits opposés au sommet. D’oii il paroit qu’on peut définir les angles de suite , 
ceux qu’une droite , qui eu coupe une seconde, fait sur cette seconde , les uns 
d’une part, les autres, d’autre part de cette seconde même. Par rapport aux 
angles opposes au sommet, ce sont ceux dont l’un se forme par le prolongement 
des jambes de l’autre. 

Conséquences l. 2. De ce que deux angles de suite renferment toujours entre 
leurs jambes la moitié du plan, il suit imméibatcnicnt que leur somme est une 
cpiantitc constanlc , invariablement égale à lu moitié de toute la qiiaiililé augu- 
B.” 5. laire autour d’un point sur un plan ; de sorte ipie la somme de deux angles 
de suite est toujours égale à la somme de deux autres angles de suite, t|iie 
ASC-I-CSB = CSB -1-BSD. Si donc l’on retranche de cbaqite membre de cette 
équation le terme CSB, elle se réduit à ASC = BSD , qui fait connoîüe , que 
n.* 6 . deux angles opposés au sommet sont égaux ciitr’eux. 

THÉORÈME II. 

».* 7. Deux plans coïncident quand ils ont en commun trois points qui ne sont 

pas en ligne droite. 

X , Y (fig. 3 ) , sont deux plans qui n’ont en commun que les points A et B , le 
plan X passe seid par im troisième polut C, qui « t hors de la droite AB; je d'is 
tpie du moment qu’Y passera aussi par ce point C , ces plans co'iiicidcroiit : car s’ils 
ne colncidoLcul pas, jamais ils ne coïncidcroicnt , attendu qu’Y, continuant de 
tourner , abandoiincroit le point C. Mais deux plans sont toujours capables do 
coïncider; donc lorsque le plan Y arrive en C, U coïncide avec le plan X ; donc 
deux plans coïncident, quand ils ont en commun trois points qui ne sont pas ca 
ligue droite. • . • ' ‘ 
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THÉORÈME 111. 

Deux pleins qui se rencontrent j ne se rencontrent que par une ligne droite: 

B.* 8. Eu d’autres termes , deux plans qui se coupent y ne se coupent que par une 

ligne droite. 

J'observe d’abord que lorsqu’on dit que deui plans se rencontrent, on entend 
par là (|u’ils ont qtielqiie chose de comnum , mais qu’ils ne coïncident pas. J’ob- 
serve ensuite, que les plans n’clant que des surfaces, ne peuvent se rencontrer 
que par des surfaces, ou par des li(>nes, ou par des points; que s’ils se rcncon- 
troient par une surface on par une ligne courbe, il y aiiroil toujours trois |ioints 
ù celte surface, et trois points sur cette courbe, qui ne seroient pas en ligne 
droite; que par conséquent ces plans coïucidcroienl, cl partant ipie deux plans 
ne peiivciil se rencontrer que jiar des lignes droites , ou par des portions de 
lignes droites , ou par des points. Mais s’ils, se rciicontroirnl par deux lignes 
droites; deux points sur l’une de ces lignes et un point sur l'autre ne seroient 
pas Cil ligne droite ; et s’ils se rencontroient par une droite et un point hors de 
cette droite; ce point et deux points quelconques de la droite, ne seroient pas 
non jilus en ligne droite ; donc les plans coïncideroient ; donc deux plans ne se 
rencontrent, ni par deux droites, ni par une droite et un point hors de celle 
droite ; donc Us ne peuvent se renconti'er que par une seule ligne droite , ou 
par des points cl des portions de lignes droites; encore faut-il, «pie ces points 
et ces portions de lignes, fassent partie d’une seule et même ligne droite. Or 
dans 1a dernière de ces circonstances , qui est la seule dont l’impossibilité soit 
encore à démontrer ; si par les jioints et portions «le ligne droite dont il y est 
question, ou tire une droite toute entière, dans chacun des plans V, X, qui 
sont supposés SC rencontrer, et que la droite AB , tirée dans V, ne coïncide 
pas complèlcincut avec la droite CD, tirée d.ans X; faisant passer un plan , par 
toute la ligne AB, et par un point de CD, hors d’AB ; ce plan Z, coïncidera 
avec le plan X, par trois points inilirecls , et passera de fait par AB ; d’oii il 
suivra que le jilan X, passera aussi p.ar AB, q û est toute entière dans le jtlau V; 
que par conséquent les deux plans V, X, se couperont par toute la ligne AB; 
et partant, qu’il est impossible que dettx plans qui se coupent ne se coupent 
pas par une ligne droite : en d’autres termes, qu’il est impossible que deux plan» 
qni SC rencontrent sans coïncider, ne se rencontrent pas par une seule ligne droite. 

. Mais, dira-t-on, vous avex oublié le 'cas où deux plans se reucoatrcroient par 

vn seul point; prouvez que cc cas est impossible?^ 
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A. cet effet , je dis prcmièroiueiil, que lors<jiie , d’un point par on autre , on 
tire une ligne droite sur un plan, celle ligne s’avance continuellement du point 
d’où elle j>art , vers le eôle' oppose' à ce point. Je dis secondcrucut , «{uc suppose 
que lieux plans X , Y, ne sc reneontr.issent que par un point R ; l’un d’eux X, 
pourroil être conçu, comme cxisuuit en entier au -dessus de l’autre Y ; qnc par 
consérpient, il n’y aiiroit aucun de scs points qui ne fût plus élevé que le point 
R. Je dis troisièincnient, que si de l’un des jioints plus élevés que le point R , 
on tii'oil d;uis X, pur R meme, une ligue droite, elle lenionteroit vers le point 
depuis Ifipiel elle auroit été tirée; que par conséquent X ne seroit pasiui plan ; 
et parlant, qu’il est iinposslble que deux plans ne se renouulicul que par un point. 

T U K O R É -M E IV. 

!»■* 9' Une droite qui a deux de ses points sur un plan , est toute entière sur ce plan. 

Supposé que deux points A, B de la droite AB (fig. 3), soient sur le |)lan X : 
si AB n’étoil pas toute cnlicro sur ce plan, elle seroit toute cnlièie sur un tutti e 
y, lequel coupant X, et en étant coupé, la commiuie section scixût AB , ou 
quelque autre droite AFB, tracée jiar les points A, B, tant dans le plan X que 
dans le plan Y. Or dans le prcinicr cas, AB seroit toute entière sur le plan X : 
dans le second cas, deux droites différentes AB, AFB, passcroicnl du point A 
au point B sur le plan Y , ce qui est impossible. Doue il est impossible qu'une 
autre droite qii’.\B, soit la couiimmc section des plans X, Y; donc la droite 
AB est toute entière sur le plan X ; donc finalement, une droite qui a deux de 
scs points sur uti plan les a tous sur ce plan. 

O. iiï. Conséquence. D'un point A à un autre B , dans l’espace, on ne peut mener 
qu’une ligne droite ; car si Pon pouvoil en mener deux, elles sertiienl toutes 
les deux sur le plan qui passe roit par les points A et B ; il’oii il suivroit que d’un 
point à un autre, sur un plan , on auroit mené deux ligues droites, ce qui est 
iiiipossiblc. Donc il est impossible que d’un |ioinl à un autre , dons l’csjiace , oa 
mène plus d’une ligne droite. 

. Définition. Lorsque trois points A , B, C (fig. 4) , ne sont pas en ligue droite, 

si l’on lire de l’un à l’autre des portions de lignes droites , lu figure ABC qui en 
résulte, est un triangle j les droites AB,BC,CA, qui le terminent, soûl scs 
côtés; ses angles sont ceux mêmes qui sont formés par ses côtés. 

n.*ii. Conséquence l. De ce qu’une droite qui a deux de scs points 'sur iin plan, 
les a tous sur ce plan , et de ce qu’il est toujours possède de faire passer un 
plan par trois points qui ne sont pas eu ligue droite; il suit qu’un peut toûjoura 
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faire passer un plan i." par une ligne droite et un point hors de cette droite f 
n." par deux droites qui se coupent j "b.’ enfin, par les trois côtés d’un triangle: 
car dans le premier cas, le plan qui passe par deux points qtielconfpies de la 
droite doiiiice et par le point donné hors de cette droite, passe par ce point et 
par cetlc droite meme : dans le second cas , le plan qui passe par l’intersection 
des droites tlonoécs et par deux autres points, pris, l’un sur la première, l’autre^ 
sur la seconde de ces droites, passe par ces droites mêmes : enfin dans le troi- 
sième cas , le plan (jui passe par les sommets des angles du triangle donne' , 
passe par les trois côtés de ce triangle. 

Conséqtumce a. Deux droites finies AB , AC {fig- 5) , peuvent convenir , 
quand elles sont égales : car' si, après avoir fait coïncider A, extrémité de 
l’imc , avec A, cxtre'mité de l’autre, on fait tourner AC autour d’A, jusqu’à ce 
qu'un autre de ses points P, arrive en Q, sur AB ; ces droites se trouvant alors 
dans la même direction, l’une ne peut dépasser l'autre, sans être plus grande 
tpi’elle, ce tjui répugne à la supposition. 

B." la. Conséquence 3. Les angles égaux ASB , CSD (fig. d") sont capables de 
convenir. Car si vous enlevés le plan CSD, Cl qu’a|irès avoir posé la droite SC 
sur SA, vous fassiez arriver encore un point P de CSD sur ASB; première- 
ment, ces deux plans coïncideront n." 7 : secondement, les angles ASB , CSD 
étant e'gaux, la jamhc SD de CSD, ne pourra tomber , ni au-dessus, ni au-dessous 
de la jambe SB d’ASB; par conséquent, ces deux angles conviendront. 

*.• i 3 . Définitions. Les angles sont droits, aigus ou obtus, scion qu’ils renferment 
entre leurs jambes le quart, moins rpic le quart, ou plus que le quart du plan 
sur lequel ils reposent. Do plus, par opposition aux angles droits, on donne 
aux angles aigus et aux angles obtus, le nom ééangles obliques. On s’accorde 
aussi à dire des droites (jui renferment un angle droit, qu’elles sont perpendi- 
culaires l’une à l’antre, et de celles qui renferment un angle oblique, qu’elles 
sont obliques l’une à l’autre. De plus encore , comme toute quantité se mesure 
par une quantité de même nature qu’elle, on a choisi pour mesure des angles, 
la 36o.*"’' partie de toute la quantité augiJaire autour d’un point sur un plan, 
laquelle se nomme degré. Le degré se divise en soixante parties égales, qui sont 
* tics minutes, La minute. eu soixante parties égales, (pti sont des secondes : la 
seconde en soixante parties égales, qui sont des tierces, et ainsi de suite, en 
progression sexagésimale. Par rapport aux signes de ces quantités, celui du degré 
est O, celui de la minute est 1 , celui de la seconde u, celui de la ticice ui, 
celui de la quarte iv, etc. De sorte que pour spécifier un angle de qtiaire 
degrés et cinq minutes, on écrit 4.", 5^' : pour spécifier un angle de quinze degrés, 
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seize miniucs , trois sccomics, ciii(|uaiile et une tierces, oa écrit l6' , 

3 ", 5 l"', et ainsi des antres angles , selon leur grandeur. 

Supposé doue (juc la (|uantité angulaire autour d'un ]>oint sur un plan fût 
dix Liée mises degrés, luiriutes, secondes, etc.; on mesureroit un angle, en 
a|>pli(|uant premièrement son sommet sur le point autour dui|ucl la ijuanlité 
susdite scroit divisée : secondement , en couchaut' l’une des jambes de- cet angle 
sur la droite depuis laipiellc conimciiceroit la division : troisièmement enfin, en 
laissant tomber l’autre jambe en axant de cette division. Le nombre de degrés 
niinutos et secondes qui serdit alors renfermé entre les jambes do l’ànglc à 
mesurer, doniicroit la grandeur de cet angle. Mais consiilérant, qu’une division 
do la quantité angulaire, telle que nous venons de la supposer, est d’une-grande 
diiïicultc; qu’elle peut cependant se faciliter au moven du cercle; c’est à le 
définir et à faiic connoîlre les grandeurs qui s’y rapportent plus directement, 
que nous allons nous emplover.. 

Di finitions . Cercle, ligne circulaire , circonférence de cerclé, expressions 
qui sont toutes appropriées à la courbe décrite par l’extrémité B d’une droite 
finie .\B (fig. 7), qui tourne sur un plan, autour de son .autre extrémité A. 
Le nom de cercle se donne aussi à la- portion de snrfaee plane en dedans de- 
là ligne circulaire; d’uù il suit qu’il ne faut s’èn servir que de manicre'à faire 
distinguer celui de ces sens dans lequel on vent qu’ilsoitpris. Lo centre du cercle 
est rextrémité fixe A , de là droite AB, qui décrit lo cercle. Celte droite porte 
le nom Ae Rayon du cercle, et l'on donne lé mûiiie nom à clincime dcsTdroiies 
tirées du centre à la ctrconférenec dn cercle; parce qu’il ii'cn est aucune , qui 
ne représente le rayon , dans l’imc des situations ]>ar Icsijuellcs il passe , en 
décrix-anl le cercle.. Lîuc partie quelconque de la circonférence du eercle porte 
le nom A' Arc de cercle, FMB est un aro de cercle. La droite 1 ‘ B , tirée de 
ruiic à reliure extrémité de cet arc , en est dite 1» corde. Los conles qui passent 
par le centre A , sont des diamètres du cercle, FAD est un diiHiiètrc dn ccicle 
FCBM. Toute portion de cercle renfermee entre un arc et sa corde est un 
Segment de cercle, et les deux segmciis dans lesquels tino corde partage le 
cercle AA% Alternes Vun dé l’autre. Un Secteur est une portion de cercle 
coinpnse entre deux ravons et l’arc qui va de- l’extrémité d’«n de ces rayons à 
l’extrémité de l’autre : FABMF est un secteur; FABCF est aussi un secteur, 
et les deux ensemble complètent le cercle. Les angles au centre sont ceux 
qui, comme F.1LB, B;VD, oui leur sommet au centre du cercle.. 
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THÉORÈME V. 

n* i4. Les angles au centre sont proportionnels aux arcs sur lesquels ils insistent. 

Je déiiionireraî cette pi-oiiosiiion en faisant voir 1 .*, que les angles au centre, 
<]ui sont égaui, insisleul sur îles arcs égaux : a.‘ que les angles au centre, qui 
sont inégaux et comniensiirahles entre eux , sont profiortiomicls aux arcs sur 
lesf|uels ils insistent : 5.* eiiüii, en faisant soir, que lorsque les tuigles au ccui-e 
«ont inégaux et incommensiirtJiles entre eux, il ini|ili(|ue conlrujiction , qu'ils 
ne soicta pas pro|>oi tionnels aux- arcs sur lesquels ils insistent. 

Soit (lone, en premier lieu, l'angle BC.V égal .à l'angle ACM (lig. 8).. De ce 
<]ue les angles égaux peusenl contenir, il suit que, lorstpi’on attra fait convenir 
BCiN avec ACM, les extrémités de l’arc B N coïncideront atcc les cstréiuités 
<le l’arc AM , et que ces arcs mêmes coïncideront : car si le premier ^ 
prenoit ime route ALGM , dilTéieute de celle dti second AM; les rayons CK., 

CL CG, CH, du eerclc AAB, scroient inégaux. Donc premièrement, les 

angles au centre, qui sont égaux , insistent sur des arcs capables de convenir , 
égaux entr’eux par cela môme. 

Sccoxiilement, lorsque les angles au centre sont inégaux et commensurables 
entr'eux , ils sont proportionnels aux arcs sur lequels ils insistent. Car lorsque 
les angles inégaux ACM, BCN (fig. g) , sont eonimensuralrlcs entr’eux , leur 
eoiutnuiie mesure ACG, portée sur l’un et sur l’aulie, partage le piciuier en 
un notulire entier m d’angles égaux; et le second , en un autte noinlire entier 
« d'angles [larells; d'où il stiit , qu'en vertu de ce qui précède, l’arc AM est 
partagé eu m arcs égaux, l'arc BN en n arcs égaux; rpie par conséquent , les 
angles ACM, BCN d’une part, et lésâtes AM, B.\ d’aiitic part, sont entr’eux, 
eomtne les nombres rn , n , et partant, que les angles an centre, qui sont com- 
nicnsurables cutr’eux , ont iiiêmc rapport que les arcs sur lesquels ils insistent, 

TroLsièmetiient , lorsque les cutgles au centre sont incommensurables 
entr'eux , il implique contradiction , qu’ils ne soient pas en même rapport 
que les arcs sur lequels Us insistent. , 

En effet , si les angles au centre ACM , BCX ( fig. lo) , n’etoieni pas entr’eux, 
comme les arcs AM, BX sur lesquels ils insistent; leur rapport seroil ou plus 
grand ou plus petit que celui de ces arcs. Or supposé pi emièrement , que 
ACM : BCX ^ AM : BX ; l'amccédeul AM , augineulc de certaine <pian(ité MG, 
rélabliroil l’égalité des deux rapports; d’où il siiivroil que ACM : BCX = AG ; 
BX , et qu’après avoir tiré le rayon CG , puis porte succcasivemcnl sur ACM, 
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«ne aliqnotc de BCN , plus pcliie que MCG ; l’on arrix eroit enfin à nn reste ECM, 
trop peiii pour la recevoir, cl que, comme elle est plus petite que 51CG, si 
on la porloil encore une fois autour du ccnlie C , sa jambe ante'rieure CL, 
tumberoil entre CM et CG. Ainsi l’angle ACL, foinié de la répétition de cette 
aliqiiotc, étant commcusurablc avec BCNj il s’ensuivroit par l’art. 2 du présent 

Üicoi'ème, que ' BCN : ACL= BN : AL 

Mais par siipjiosition AC.M : BC^Î = AG : BX 

Dune eu composant , ACM : ACL = AG : AL 

Conséquence faiwse, vu que l’exposant ilii raiïporl ACM : ACL est |ilus petit, 
tandis que l’exposant du rap|>oil AG : AL est plus grandi que l’unité, donc il 
inqiliquc contradiction que ACM : BCX ^ ,AM ; BX.. 

Secondement, supposé que ACM: BCX AM : BX; on peut ajouter 
à B X , un arc XF , de grandeur telle , que ACM t BCX = AM ; B F. Or 
tirant alors le rayon CF, et prenant une alicpiotc d’ACM plus (lotile <pto 
XCF; cette ali<|uote pot téc successivement sur BCX, donne enfin un reste 
trop petit pour lu recevoir; de sorte qu’étant plus petite que XCF, si on la 
porte encore une fois autour du ccuiro C , sa jambe antérieure CK, tombe 
cuire ex et CF; <pie par cnnsét|iicnl BCK, multiple de celle aliquotc , est 
cumiucusurablc avec ACM , et que pat l’art, a. du présent théorème 

BCK: ACM = BK: AM 
Mais par supposition ACM ; BCX = AM: BF ; 

Donc en composant BCK: BCX— BK:BF. 

Conséquence fausse , vu que l’exposaiil de BCK : BCX est plus grand , 
tandis que l’exposant de BK : BF est pins petit que l’unité. Donc il implique 
conlrailiotiou', que le rapport d’ACM : BCX soit pins ]>elil que le rapport 
d’AM : BX. Donc puisque , j>ar ce qui précédé , il implique aussi contradic- 
tion , que le premier do ces rapports soit plus grand que le second ; il 
s’ensuit que riin est égal à l’autre ; et parlant , que lorsque les angles au 
centre sont incommensurables , ils sont tout aussi bien eu méine rapport que 
' les arcs sur le.sqncis ils insislcnl , que lorsqu’ils sont commcnsurublcs. De 
sorte qu’un générali, les angles au centre sont entr’eux comme les arCs sur 
lesquels ils insistent. 

Coruéijuence. De là il résulte , qu’un angle au centre est à toute la 
D.* i5. quantité angulaire autour du centre, comme l’arc sur lequel il insiste -est d 
toute ta circonférence : Car comparez un angle quelconque ACB , à un angle 
droit DCF (fig. Il ) , et le ibéorcme précédent vous donnera ACB : 
DCF AB : DF. Proportion qui , en niuhij.Iiant ses consequous par 4 
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se ctiungc eo celle-ci, ACB : 4DCF = AB C 4IW , iLins loqnelle 4DCF 
rcpcéseiile toute la qiianlilc angulaire autour du centre , el 4 DF , tonte la 
.cicconlereijcc ; de sorte quelle met sous les jeu* , qu’un angle au centre 
ACB , est à toute la <[iianlilé .'uigiilaire autour du centre 4DCF , cuiniiie l’arc 
sur lequel il insiste AB , est à toute la circonférence 4DF. 

£h]fîiiitiofia et conséquences. Suppose que la circoufeiencc du cerdc soit 
Æviséc en 56o arcs égaux , appelés Degrés ; que cliaque degré soit divisé en 
soixante arcs égaux , appelés Minutes ; que cliaipie rniuute soit divisée eu 
soixante arcs égaux, a|)j>clés Secondes j que cluujuc seconde soit divisée en 
soixante arcs égaux, appelés Tierces \ et ainsi de suite; en jirogression sexa- 
gésimale : Comme les tuigles au centre sont proportionnels aux aies sur les- 
quels ils insistent ; ils contienncul entre leurs jambes autant de degrés, minutes, 
secondes, tierces, de la clrc<)uférencc, que de degrés, minutes, secondes, tierces 
de toute la quantité angulaire autour du centre, et la comparaison des tuigles, 
n.* iC. qui sont des grandeurs infinies, se réduit à la comparaison d’arcs circulaires, 
qui sont des grandeurs finies. 

Ajoutons que lorsque deux droites AB , CT) (lig. 12 ), tracées sur le 
meme jilan, y sont coupées par une trouâènie EU, les quatre ongles ACF, 

CFG , BGF , DFG , qui sc forment sur la ligne eoup.-uile , en dedans des 
lignes coiipces , sont autant d’angles intéiicurs par rapport à ces ligues ; que 
cependant, lorsqu’on paile des angles intérieurs qu’ime ligne fait sur deux 
autres lignes , ce que l’on dit ne se rapporte qu’à deux des angles susmen- 
tionnés , savoir , les deux AGF , CFG , qui sont d’iuie part de la ligne cou- 
pante EU , ou les deux BGF , DFG , qui sont de l’autre part de certe ligne. 

Sur <pioi il est à remarquer que les deux premiers , coujointemeRt avec les 
deux seconds , formant toujoms deux couples d’angles de suite , ou quatre 
ongles droits; si les intérieurs (P une part ACP , CFG , valent deux droits, 

B.'i;. intérieurs d'autre part BGF, DFG , valent aussi deux droits.' Si les 
intérieurs d’une part , valent plus ou moins de deuxdroits , les intérieurs 
d’ autre part , valent moins ou plus de deux droits. , 

THÉORÈME VL 

' t t . 

B* 18 . Lorsque les angles intérieurs sont égaux à deux droits , les droites qui Us 
font sur une troisième , ne se rencontrent pas. 

En effet, les intérieurs AGF, CFG (fig. ta) e'tant sup|vosés égaux k deux 
droits , les autres intérieurs BGF , DFG , sont aussi égaux à deux droits. Mais 
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les angles de suite AGF, BGF — CFG, DFG valent aussi licuv droits ; doue 
AGF -4- CFG = AGF -i- BGF , AGF -+■ CFG = CFG DFG. Donc CFG = 
BGF , AGF = DFG. Donc si l’on coupe la demFbaiidu DFGB , et qn’api cs 
lui avoir fait faire un demi-tour sur le plan dont elle fait partie , on fasse 
coïncider la droite GF avee clle-niènic FG ; les droites GB , FC , de même 
«pie les droites FD , GA, coïncideront, à cause de l’égalité des angles BGF, 
CFG d’une part, et des angles DFG, AGF d’autre pari, donc la convenance 
de la ilemi-bandc Dl'GB , avec la demi-bande AGFC est démontrée. D<jnc si 
les droites coupées AB , CD coneouroient d’un cête de la dj'oite coiipautc , 
Eli , elles concourroienl aussi de l’antre ; et de ce double concours il rcsvd- 
tcroil , <juc d’un point à un autre , sur lui plan , on peut mener deux droites 
non coïncidentes , ce tpii est impossible n.* 3. Donc les droites AB , CD ne 
concourent , ni de l’un , ni de l'autre côte de la droite £11; donc fintJenient , 
Lorsque deux droites , tracées sur le mime plan , font sur une troisième, 
des angles intérieurs égaux à deux droits ^ ces droitei ne se rencontrent pas., 
Définitions. Premièrement, on dit de deux lignes, qui tracées sur le même' 
plan ne s’y rencontrent pas , qu’elles sont Parallèles. Secondement , ou qua- 
lifie ^Angles Alternes, ceux AGF , GFD {fîg. l3 ), qui se forment en dedans 
de deux droites AB , CD , coupées par une troisième EH , dont l’un AGF 
appartient aux intérieurs d’tme part , - et a soit sommet sur la première des 
lignes coupées; dont l’autre GFD, appartient aux intérieurs de l’autre 'part, 
et a son sommet sur la seconde des lignes coupées : BGF , CFG, aussi bien 
que AGF' , GFD , sont des angles alternes. Troisièmement , les Angles de 
mime part sont ceux qui se forment du même côté snr une droite EH , par 
deux autres droites BG , DF , qui la rencontrent : AGF , CFE , atissi bica 
que BGF , DFE , sont des angles dé même part. 

THÉORÈME .VII. 

Lorsque deux droites AB , CD, (fijg. i4) , tracées sur le mime plan , y' 
font avec une troisième IIG , des angles intérieurs BKL , DLK , égaux ^ 
d deux droits , la partie du plan qn* elles renferment , est si petite par 
rapport au plan^nime , qu’elle y est contenue une infinité de fois. 

Puisque par suppositîoit la somme des angles BKL , DT.K , est égale & 
deux angles 'droits',' et qtie par le n.* 5, les angles' de .siiilo DLK, DL.M , 
valent aussi deux droits; il est démontré que BKL=^DLM; que pat cou- 
séquent, ri après avoir fait LM = KL, et tiré' pat le point' M, une dioito 
MF , selon telle- dirociicm ; que FML = DLK ;'‘Pon feit avancef la bauJo 
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ACDB , le long (le IIG, jusqu’à cc t]ue le |ioinl L arrive en M , ei le point K 
. en L J la bande ACDB coïncidera avec la bandé CKFD, attendu <pic les angles 
égaux sont capables de convenir, et qu’il cn>est de niêine des droites égales. 

Ma ititenant dotic , puisque après avoir pris sur la droite IIG , une longueur 
I.M égale » KL, il a été possible de Iraecr sui' le |<lan ABG, une bande CEFD 
égale à ACDB 5 il n’v a aucun doute, qïi’an moyèn d’iibc inliuilé de longueurs 
égales à KL , prises sur HG , il ne soit possible de tracer sur cc plan inènic , 
une iiiiinilé de bandes égales à ACDB; pivr conséquent , lomgue (Lux 
droites tracées sur un plan, y font avec une troisième des angles intérieurs 
égaux à deux droits , la partie du plan qu’elles renferment , est si petite 
par rapport au plan même , qu’elle y est contenue une infinité de fois. 

THÉORÈME VIII. 

Quand deux droites font sur une troisième des angles intérieurs dont la 
somme n'est pas égale à deux angles droits , ces droites se coupent du côté 
• où cette somme est moindre que deux droits. 

Supposé que deux droites LC, KA (fig. l5) , fassent sur une trolsicnic KL, 
des angles intérieurs AKL , CLK, plus petits que deux angles droits : Certaine 
droite LM , fera avec LC , un angle CLM de grandeur telle, que AKL -H 
■ KI.C CLM =; AKL -f- KLM = 3 droits; par conséquent , si LC no 
coupoil p.as KA, l’angle MLC.seroû renfermé' en, entier dans la luuide MLKA. 
Mais cette bau4* est couteune une infinité de fuis dans le plan , tandis que 
•t l’angle MLC n’y. est contenu qn’auumi de fois t|ue l’arc MC est contenu dans 
la circonférence décrite du centre L avec LM comme rayon ; donc l'angle 
MLC n’est pas renfermé en entier dans la bande MLKA ; donc sa jambe LC 
sort de cette bande éf coupe KA ; donc Bualcmcnt , Lorsque deux droites 
font sur une troisième, etc. 

Conséquence . De ce que deux droites qui font sur une troisième des 
“•* tu. angles intérieurs égaux à deux droits ne se rencontrent pas, tandis que deuï 
droites qui font sur une troisième dés angles intérieurs’ inégaux à deux droits 
SC rencontrent; iJ suit «pic , deux droites qui ne si rencontrent pas, font 
, toujours sur une tfoisième qui les coupe des angles intérieurs égaux à 
. deux droits; et que deux droites çui^se rencontrent, font toujours sur une 
troisième qui les coupe des angles intérieurs in^aux à deux droits. 

. , Conséquence s. Quand deuX' droites jiB ; IfjN (fig. i5)j ,ne se ren- 

”■ montrent pas, si l’une^ ItfN est coupée par une troisième LC,, l’qut/e AB 
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V»H auAsi : Car al elle ue l'éloU pas, tout l’ajigle MLC serait cbnienu dans la 
bande MLKA , ce rpii est impossible. 

ConsAqiii’/ice 3. Une droite (lîg. iG), de pondeur finie quelconque, 
est divisible et l'infini : Car si l’on conçoit deux |>arallélcs KL, MiV , lirëos 
par ses extrémités A, S, et qii’après avoir pris un point K sur KL , on divise 
AN en parties égales ou inégales AB, BC, CD , etc. ; les droites KB , KC , 
KD, etc. menées du point K, aux points B, C, D , etc., couperont AS 
en des points diiïërons , vu que deux quelconques^ d’enlr’elles , qui la cou- 
peroient en même point, auroient en commun ce point et le point Kj^que 
par conséquent elles n’aboutiroient pas à dlITércns points B , C , Ü , etc. de la 
droite MN. Ainsi la droite AS étant coupée en des points dilTércns, par les droites 
KB.KC, KD, etc; ; ces droites la divisent en un nombi c de parties qui sur- 
passe le leur de l’unité , et lé leur surpasse tout nombre donné; par conséquent 
le nombre des parties d’AS surpasse aussi tout nombre doiiué, et partant, AS 
est divisible à l'infîni. . '■ 

ai. Conséquence 4. Quand deux droites sont parallèles , toute perpendi- 
culaire sur l’une est perpendiculaire sur l’autre. C’est une conséquence 
nécessaire do ce que , ' deux droites parallèles fout sur une tioisiénic qui les 
coiqic , des angles intérieurs dont la somme est toujours égale à deux angles 
droits. ■ ’ ■ 

Conséquence 5. D’un point L (fig. l5), hors d’une droite AB ; il est 
toujours possible d’abaisser sur cette droite, une perpendiculaire LP : Car 
menant du point L, à un point quelconque K de la droite AB, la droite LK; 
celle-ci fera 'sur ccllc-lù l’angle LKB , qui joint à son angle de suite LKA , 
complétera deux angles droits. Or, comme lien u’ompécbe f|u’une droite L\f , 
ne fusse sur LK un angle KLM = LKB ; la somme KLM ■+■ LKA formera 
aussi deux angles droits, et les droites KA; LM seront parallèles n.* l8. Mais 
on ne peut contester que la moitié de la quantité' angulaire autour du point 
L, sur le plan KI.M, ne soit divisible en deux également par une droite LP; 
donc cette division faite , l’angle PLN sera droit; donc, par la conse'quence 4, 
l’angle LPfi sera droil aussi; donc d’un point hors d’une droite, il est toujours 
possible d’abaisser sur cette droite une perpendiculaire. 

' Conséquence C. Par un point hors d’une droite, il ne peut passer qu’une 
parallèle à cette droite. Supposé en effet qu’une droite MN passe par le point 
•' L, parallèlement à AB (Gg.- iSjj celle droite MN, et la droite AB, feront 
sur LK des angles intérieurs égaux À deux droits. Par conséquent LD , droite 
I différente de M , passant néanmoins comme elle par le point L, fera avec .\Ii 
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sur LK, des angles inlérieurs inégaux à deux droits, et (xarlant , ne sera pas 
paraMèle à AB. • 

Conséquence 7. Quand deux anglcê de même part sont égaux, les droites 
qui les font sur une troisième sont parallèles ; cl it'ciproquetuenl , Quand 
deux droites sont parallèles , les angles qu’elles font de même part sur une 
troisième sont égaux. 

Soient AGII , CFG (fig. »a) deux angles de même pan égaux enli’cux : 
les angles de suite AGU , AGF valant deux droits, les angles CFG , AGF 
doit cm aussi valoir detix droits; d’où il suit <pie les droites AG , CF , l'ont sur 
FII , vies angles inlérieurs égaux à deux droits , cl panam , qu’elles sont 
parallèles. 

Réciproquemeut, si AG , (CF sont parallèles; les angles intérieurs AGF , 
CFG talent deux droits ou deux angles de suite AGF -f- AGH ; par con- 
séi(uent CFG~ AGH, et partant, les angles de nicnic part sont égaux, quand 
les droites qui les font sur une troisième sont parallèles. 

Conséquence 8. Quand les angles alternes sont égaux , les droites qui les 
n.* 28. font sur une troisième sont parallèles ; et réciproquement , Quand deux 
droites sont parallèles , les angles alternes qu’elles font sur une troisième 
sont égaux. 

Supposé premièrement que les angles alternes CFG, BGF (Bg. 12), 
soient égaux : les angles de suite CFG, GFD valant deux droits , les angles 
ûiiténeurs BGF DFG vaudront aussi deux droits , et les droites AB , CD , 
seront parallèles. 

Secondement , si les droites AB , CD sont parallèles , les angles imcricurs 
BGF, DFG vaudront deux droits. Mais les angles de suite DFG, GFC valent 
aussi deux droius; donc BGF = GFC ; doue les angles .alternes sont égaux, 
quand les droites qui les font sur une troisième sont parallèles. 

Conséquence 9. Deux droites parallèles à une troisième, sont parallèles 

n.” 29. 

entre elles : Sujqtosé qu’AB , CD ( Gg. i-lr), soient parallèles à £F ; si l’on 
coupe AB, EF j>ar une droite KM, celle droite coupera aussi CD par un point 
L, n.* 22 ; cl pendant que le parallélisme d’.AB à EF, fera l’angle BKL , 
égal .â l’angle FMG, n.*37, le parallélisme de CD à EF, fera l’angle DLM, 
égal à l’angle FMG ; d'où s’en suivra l’égalité de BKL i DLM , cl partant , le 
parallélisme d’AB à CD. 

Définitions. On donne le nom de Figure Rectiligne ou de Polygone \ 
toute portion de surface plane , qui est terminée par un seul contour de 
droites finies. Ces polygones se partagent d’abord en deux classes ; la prenticre, 
romposée de ceux qui n’ont que des angles saillamj la seconde, composée de 
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ceut <pii onl UD ou plusieurs angles reiiiraus. Or VAnglt Saillant est celui 
qui, comme ABC (fig. 17), tourne sa jiointe en dehors d’ABCDEF , figure à 
laquelle il appartient : U Angle Rentrant est celui qui^ comme AFE , tourne 
sa pointe en dedans de la figure à laquelle U ap]ianicnt ; En d’autres termes, 
V Angle Saillant est eelui qui , du cùW de la figure , est phis petit que 
denx angle» droits ^ V Angle Rentrant est celui qui, du côte de la figure, 
est plus grand que detix angle» droits. Chacune de ces deux classes de 
polvgooes se sidsditise en autant de genres qu’il y a d’angles dais- les poly- 
gones qui lui appartiennent : Ainsi le premier genre de ht première classe est 
celui des Trianglee , qui ont trois angles ; le second genre est coin! des 
Quadrilntèree ou Titragones , qui ont quatre angles; et ainsi de suite, les 
troisième, quatrième, cinquième genres, ete. sont l'ornics par le» Pentagones, 
Hexagones, Heptagones, etc., qui ont respectivement cinq, six, .sept côtés, etc. 
Ea seconde chasse contient les mêmes genres, excepté le premier^qui ne peut 
lui appartenir, attendu qu’im triangle à angle renirént est impossible. 

Autre» définitions^ Tout angle GAfi (fig. 18), formé par deux côtes con- 
tigus d’un polygone , est un angle intérieur de- ce polygone ; et- tout angle 
CBK, eoitipris entre le prolongement d’un des côtés d’un pelvgonc «t le côté 
suivant , est un angle extérieur de cc polygone. Or comme on peut prolonger 
les côtés dVn polygone en deux sens opposés il est à remarquer , que lors- 
qu’on parle collectivement des angle» extérieur» d’un polvgone , on m'entend 
parler quo de ceux de ces angles , qui re'siiltent des côtés prolonges eu uu 
sens , et non point de ceux de ces angles qui résuheill des eûtes prolongés 
dans le sens opposé-. Ajoutons qu’on donne le nom de Diagonale , » toute- 
droite AC AD , etc. , tirée au travers d?un polvgone,. depuis le sommet d’un- 
de ses angles au sommet d'un autre ; que «loi plus ou qualifie Rase d’un/ 
polygone , celui de ses côtés sur lequel on conçoit qu'il, repose , en sorte ,, 
que c’est la pluce'depuis laquelle on regarde un polygone qui détqcuine sa. 
base. 

... .THÉORÈME IX. 

D.* 3o. La somme dis»- aetgle» d’un triangle quelconque, est égaJe.d Jeux angkidroits. 

. -V . \ I. I,*. a 

Par le sommet B d’un des, angles du triangle ABC (Ijg.. 19), cônçevex FG, 
parallèle à la base AC de ce triangle ; les angles ahcrues GBC, BCA d’une 
part, et le» angles alternes FBA , BAC d’autre part , étant égaux , les trois 
* angles du triangle ABC coBiplètent la moitié de la quantité, aognlaice autour 
.b , de,.S0Jk sommet B;i et portant , sont égpus à doux angiea droit».- 

î' 


Digitized by Google 



l8 GÉOMÉTRIE KLÉMEKTAIHB. 

n.°3i. Conséquence i. Un triait gle -ne peut avoir moins de deux angles aigus : 
Car s’il! ü'cn avoit qu’un , les (leux autres seroieot , ou tous les <lciix droits , 
'Il ou tous tes deux obtus, ou l’un droit et l’autre obtus; d’où il suivroit! que la 

I somme des Bii;;les du triangle surpasseroit deux angles droits. 

3a, ■ ■ Conséquence % . U un quelcSonque des angles extérieurs ef un' triangle , est 
, ' • égalauxdeux intérieurs oppof-ét : BCE ( fig. ly), angle extérieur du tiiaiigle 
ABC, est égal à BAC -f- .\BC, somme des intérieurs qui lui sont oppose's ; 

, Car les angles de siikc BCA , BCE valaut deux droits , et les angles du 

■ I triangle vatnnt aussi deux droits ; il s’ensuit que BCA -i- BCE = BCA ■+■ 

1 I BAC ri- ABC , et parlant, (pie BCE = B.4iC ABC. 

> , JJ Conséquence 3. D'un point Jiors d'une droite , on ne peut lui abaisser 
qu'tlne perpendiculaire-: Car si du po'uit B (fig. ig) l’on pouvnit. abaisser 
j' 'sur DE deux perpendiculaires BA , BC; le triangle ABC auroil deux angles 
droits , ce ipn est inipossUile. 

■Conséquence k- La somme de deux des angles (T un ' triangle étant donnée, 
7» troisième est donné j attendu qu’il est le (xiniplcmcnt de cette somme à 

I deux angles droits. 

“ 35 Conséquence 5: Lorsque deux angles d’un triangle sont égaux un ti un â 
deux angles d’un antre triangle , ces deux triangles sont équiangles 
entr’eux ; vu (pie par la conséquence précédente , le troisième angle de l’uu 

I .est égal an ti'oisicine angle de ruiitre; ' > - > 

II I Définitions. Considérés ]>ar rapport i leurs angles , les triangles sont de 

trois espèces : Rectangles, (|uand ils ont un imgie droit; Obtusangles, (piaud 

■ ils ont im angle ' obtus : Acutangles , <piand tous leurs angles soûl aigus. 

> O Ajoutons que lorsqu’ils sont reclaugles , celui de leurs côtés (pii est xb-à-vis 

.1. de l'angle droit, prend le nom ÿ tlypothènuse. 

. Il Considérés par ra[iport à leurs côtés , les triangles sont aussi de trois espèces : 
1 , 'I Equilatéraux , quand leurs tiois côtés sont égaux,: Isoecèleé , quand ils n’out 
(pie deux côtés égaux : Scalènes , quand leurs trois cotés sont inégaux. 

’ THÉORÈME. X. 

. .‘i.a ■ La somme' des angles intérieurs d'un polygone de Ut première classe , est 
n.“3G. toujours égale d deux fois autant d'angles droits f moins quatre, qué'ce 
' ‘ ‘ polygone' a de côtés. . • n . 

..i;. J i. . r , - 1 * 'I ! ' t ju .(1 si i -i. . J 

.1 > Soit ABCDE (fig. J 8), un pedygone de la première classe , et de n côtés: 

I Comàie du sommet A d'un des angles ce polygone , on peut mener aux 
sommets idn tous ses autnes angles, excepté Us deux qui avoisinent A, des 
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diagonales AC, AD, AE^ etc. ; il sVnsuil que le nombre de ces diagonales 
• est inferieur de trois unités au nombre des angles ou des cotes du polygone. 
M ais à mesure (|u’on mène ces diagonales, cbacune fait iiaîlrc dans le polygone 
un nouveau triangle , criccple la dernière , «pii en fait n.yîirc deux ; donc le 
Dukibre de ces triangles est =; n — a; donc la somme de leurs angles est = 
au — 4 angles droits. Mais la somme des angles de ces triangles est la même 
que la somme des angles du polygone ; donc celle-ci est égale à a n — 4 
angles droits^ donc la s<^mme des angles iiUtirieiirs d’un polygone quelconque 
de la première classe , est égale à deux fuis autant d’angles droits , moins 
quatre, que ce polygone a de côtés. 1 ■— 

Conséquence 1 . La somme des angles extérieurs d'un polygone quelconque 
de la première classe , est égale à quatre angles droits : Car chaque angle 
extérieur fesaut deux angles droits avec l’intérieur dont il est angle de suite j les 
inlcrieurs et les extérieurs valent ensemble deux fois autant d’angles droits 
que le polygone a de côtés, c’est-à-dire , a n angles «boits^ Mais les inléiieurs 
seuls valent an — 4 angles droits ; donc les extérieurs seuls, valent 4 droits. 

Conséquence a. Lorsque deux angles sont sur le même plan et que let 
n.' 38. jambes de l’un sont perpendiculaires une à une aux jambes de l’autre ; si 
le second a son sommet' hors des jambes du premier , il lui est égal ; s’il 
a son sommet- entre les jambes du premier , il est égal à son angle de suite. 

Soient premièrement BAC, BEC (fig. ao), des angles tels, que les jambes 
de BEC , tombant perpcndiculairomeut sur les jambes de BAC , Ic' sommet 
E de BEC soit hors dos jambes de BAC ; L’on voit d’abord que les angles 
B , D du triangle ABD, sont égaux un-à-im aux angles C, D du tiiaitgle ECD," 
puisque B est droit comme C , et que D est opposé au sommet do D ; que 
par conséquent A, troisième angle du triangle ABD, est égal,à E, troisième' 
angle du triangle ECD. 

Secondement, lorsque le sommet E de l’angle BEC (fig. aj ), tombe entre 
les jambes de l’angle BAC j les angles B , C du quadrilatère ABEC , étant 
droits , scs deux autres angles valent ensemble deux droits , par oonséqueut-, 
l’un £, est égal à l’angle de suite de l’autre A. 

D.* 3g. Digression i , ~Le nombre des diagonales d’un polygone de la première 

, - , , n(o — 3) 

classe f de n cotes , est • 

a 

Parle n.° 36, le nombre des diagonales qu’on pont mener dans un polygone 
de n côtés , depuis le sommet d’un de ses angles , est n — 3. Si donc , 
du sommet de chacuu des angles de ce polygone, on y mène n — 3 diagou.alcsj 
il en sera mené en tout n (n — 3). Or chacune d’elles ayant été menée deux 
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fois , puisqu’elle l’a été de l’un* et de l’autfC de ses eitréniile's ; il ne s’en 
irouvcra cirecliveraent que 

n* 4o. Digression 3 . Dans un polygone de la première classe, de n eâlés , 
dont on a mené toutes les diagonales , comhien peut-on compter de triangles 
jormés par ces diagonales , et les côtés du polygone ? 

Apres avoir niLs uuc lettre au sommet de pliaciiu des angles de ce polv!>one 
oliseitons, que cltacmic de ces lettres cummiiiiiipie a\cc l’iiue quelconque 
des autres, par un côte' ou par une diagonale du polygone; que par coasc'qnenl 

..il CL’eiÿ 'Ouestue combinaison de ces lettres prises trois à trois, qui ne se trome 

stir les sommets des angles d’on triangle tinifjue , formé par des côtes ou des 
diagonales du polygone; et parlant, que la question proposée se re'duit à celle 
aune, De combien de manières n lettres peuvent-elles se combiner trois à 

.... , n{n-i)(n-a) ... . , 

trots/ La réponse est, de j — ~ — j — manières; donc cest aussi u repense a la 

question proposée, 

B.® U. Digression 5. Dans un polygone de la première classe de n cétès, dont, 
on a mené toutes les diagonales : combien peut-on compter de triangles, de 
quadrilatères , de pentagones..... et Jinalement de polygones de n càtés, qui 
soient terminés par des côtés ou des diagonales de ce polygone? 

Ces qucstluns se résolvent une à une , par les nombres de manières dont 
n lettres dilTérenlcs , _ccrilcs aux sommets des angles du polygone proposé, 
peuvent se combiner trois à trois, quaire à ipiatrc, cinq à cinc| , et rmalement 
w(n -i)(ii-a) n(n-i)(ii-a){B-3) n(n - 1 )[n-a][n-3Jn-4] 


n à n. Ces nombres sont 2. «."à”*’ rT’aT^ “5“ 

C'est donc dans leur somme que se trouve lu ré|ionsc à la qiiesllou proposée. 

4-7:-- pour 


en 


Or comme il ne manque à cctle somme que les termes 1 -f-, 

faire le Aéxcloppcment complet du binôme ( t -4- 1 ) s=-% il s’ensuit que 

c’est le nombre 3 — * i. a~) — ^ — (~t» — ”*"*/> ‘1’" résout la 

question proposée; qii’ainsi par exemple, faisant dans ce nombre général nt= 13, 

le nombre particidicr qui eu réstdte , savoir, 3 - ~ 4ogt) 
— 79 = '*017, indique que, dans un polygone de 13 côtés dont on a 
mené toutes les diagonales, on peut compter ‘toi’] Ggnrcs rectilignes, depuis 
le triangle jusipi'au dodécagone , terminées par les côtés ou les diagonales du 
dodécagone meme, 
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TIIÉORÈME XI. 

B.* ij. ha tomme det angles intérieurs (rtm polygcne de la seconde classe, est égale 
à deux fois autant d’angles droits , moins quatre, que ce polygone a de côtés. 

Soit AJÎCDE.,.. (fig. 2a), un polygone île la .'eeoude classe, de n côtes: si »ux 
deux côtés LK, Kl de ce polygone, on substitue la diolle Ll; il perd son 
angle rcutraul LKI,ctse change en un |xjbgonc de n-i côtés, dont les angles 
diHereiit des siens, conime les angles KLl , KIL diQ'èrcnt de l’angle rentrant 
LKI, ou comme les trois angles du triangle KIL dilTérent de toute la quantité 
angulaire autour du point K, c’est-à-dire, coiunte deux angles droits dilTcrent 
de quatre. D’où il suit que , lorstpte par la suppression d’un des angles rentrant 
d’un polygone de la seconde classe, on diminue de l’unité le nombre de ses 
côtés, la somme de ses angles intérieurs diminue de deux ongles droits. 

Supprimons à présent l’angle rentrant FGII, en substituant la droite FH à 
ses côtés FG , GU ; la droite substituée se trouvant alors sur l’aligneraenl de 
III, le polygone perd deux côtés et n’en acquiert point , tandis que la somme 
de ses angles intérieurs diminue de l’angle rentrant G et de l’angle saillant 
GUI, mais augmente de l’angle GFU. Si donc à la diminution d’une part, et 
à l’augmentation d’autre part, on ajoute les angles G, H, du triangle FGH, 
la diminution monte à 4 -1- 2 = 6 angles droits, l’augmentation s’elese à a 
angles droits ; la diiTérence de l’une à l’autre est de 4 angles droits; donc lorsque 
par la suppression d’un des angles rentrans d’un |K>lygone de la seconde classe , 
on diminue de 3 unités le nombre des côtés de ce polygone , la somme de 
ses angles intérieurs diminue de quatre angles droits. 

Supprimons enfin l’angle rentrant BCD , en sulrstituuit à ses côtés BC , CD 
la droite BD; cette droite se trouvant sur ralignemcnl des côtés AB, DE, 
le polygone perd, d’une part trois côtés et n’en acquiert point, tandis que de 
l'autre part, la somme de ses angles intérieurs diminue de Taugle rentrant 
C , et des angles saillans CBA , CDE. Mais si l’on ajoute à celte diminution 
les trois angles du triangle ABC; elle monte à 4-+-3-1-3 angles droits; donc 
sans additiou sa valeur est 4H-3=6 angles droits; donc en général, lorsqu’un 
polvgone de la seconde classe perd trois côtés par la sup|>ression d’im de ses , 
angles rentrans, la somme de ses angles intéiicurs diminue de six angles droits. 

Remarquons à présent, que lorsqu’aux deux côtés qui forment un angle 
rentrant daus un polvgone de la seconde classe, on substitue la droite qui 
joint les extrémités de ces côtés; cette droite se trouve, ou Lors de l’aligne-! 
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mont (le l’im et de raiilrc cÛK: adjacent; ou Mir l’ali;;iicn>eul d’un seul Je ces 
côtés; ou enfin, sur ralignenicnt de tous les deux; <]nc par coiiséqueat, puis- 
qu’il tient d’être déraonlrc que dans le premier cas, le pol\;;oue perd un côte 
et deux angles droits, que dans le second, il perd deux côtés cl (piatre angle^ 
droits; qu’enlin dans le troisième, il perd trois côtés et six angles droits; c’est 
toujours deux angles droits de moins pour chaque côté de perdu. D’où il suit 
ultérieurement que si l’on fait disparoîlre tous scs angles rcnlrans, en dimi- 
nuant de ru le nombre n de scs côtés , ensorte qu’il soit réduit à un 
polygone de la première classe, de n-m côtés; comme la somme des angles 
intérieurs de celui-ci est égale à a(n — in) — 4=3n — am — 4 droits , et que la 
somme des angles intérieurs du polygone do n côtés, la surpasse de ani angles 
droits; celte dernière est de an — 4 angles droits; comme on s’éloit proposé 
de le démontrer. 


THÉORÈME XII. 

Dans les polygones de la seconde classe, la somme des angles extérieurs 
“■* autour des angles saillans, surpasse de quatre angles droits la somme 
des angles extérieurs autour des angles rentrons. 

Dans les polygones de la première classe, chaque angle intérieur joint à 
son extérieur fait deux angles droits : Dans les polygones de la seconde classe , 
ij en est dc'même autour des angles saillans; mais autour des angles rcnlrans, 
c’est l’excès de l’angle intérieur sur l’exlérienr , qui est de deux angles droits, 
AFE — EFG=a droits (fig. 17): Si donc par rapport à ces polygones, A re- 
présente la somme de leurs angles intérieurs , B la somme de leurs angles 
extérieurs autour de leurs angles saillans, et C la somme de leurs extérieurs 
autour de leurs angles rentrans, il s’ensuit que A-t-B — C=3n angles droits. 
Mais A est égal à an — 4 angles droits n.° 4a, donc an — 4-f-B — C=an: donc 
B — C=4 droits; donc, dans les polygones de la seconde classe, la somme 
des angles extérieurs autour des angles saillans, surpasse de quatre angles 
droits, la somme des angles extérieurs autour des angles 'rentrans. 

Remarque. La proposition relative aux angles intérieurs des polygones de 
la première classe, ne diffère en rien de la pro|K>sition relative aux angles in- 
B.*44. térieurs des polygones de la seconde classe; mais la proposition relative aux 
angles extérieurs des polygones de la première classe , diffère par l’énoncé de 
la proposition relative aux angles extérieurs des polygones de la seconde classe. 
Ces deux énoncés peuvent cependant se réunir en un seul, savoir; qu’en tout 
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polygone, la somme des angles eiléricui-s, autour des angles soillans, stirpasse 
de <|uatre angles droits, la somme des angles oslériciirs , autour des angles 
renirans : tar les polygones de la première classe , n’ayant point d’angles ren- 
trans; cet énoncé ne retranclic rien des quatre angles droits, qui doivent re- 
présenter la somine de leurs ongles extérieurs. 


SECTION II. 


Des conditions qui déterminent les triangles. 


X)ans la section précédente , nous ne nous sommes occupés que des angles 
des polygones; il est tcqis de nous occuper con}olntemenl de leurs angles et 
de leurs côtés, et de voir, par rapport aux triangles en partirnlier , quelle 
est l’iiiQuence des uns sur les autres , ou comment les uns déterminent les 
autres. 

\ 

THÉORÈME XIII. 

B.* 45. ifff triangle f»t déterminé par un côté et les deux anf^les sur ce côté: En d’autres 
termes, Les triangles peuvent convenir, quand ils ont un côté égal à un 
côté , et les angles sur ce côté respectivement égaux. 

Pour démontrer que le truanglc ABC (lig. ao) peut convenir avec le triangle 
DEF, lorsque AC=DF, cl que les angles A, C, sont respectivement égaux 
aux angles D, F; il faut distinguer deux cas : Le premier (fig. a5) dans lequel 
avant égard à la droite et à la gauche , les angles A, C, sont placés sur le 
côté AC , comme le sont les angles D, F sur le côté DF : Le second, 
dans lequel (11g. a4) les angles A, C sont placés sur AC, en sens inverse de 
' ' celui dans lei|ucl D , F sont placés sur DF. 

Dans le premier cas (fig. a3) ; posantle* triangle DEF sur le triangle ABC, 
de manière que DF coïncide avec AC, et que les côtés DE, FE s’élèvent 
sur DF, comme les côtés AB, CB s’élèvent sur AC; DE coïncidera avec AB, 
«I FE avec CB, n.” i3; par conséquent le point de concours E, des droites, 
DE, FE, sera le mètne que le point de concours B, des droites AB, CB ; 
et partant, les triangles ABC, DEF conviendront. 

Dans le second cas (fig. a4) : Si l’on posoil le triangle FED sur le triangle 
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ABC J cnsorte que FD coïncidât avec AC, et qne les cAUs FE, DE sVIcvsnl 
sur FD, les c«jtes AB, CB sVlevassent sur AC; les angles F, D, égaux lin 
à un aux angles A, C, ne coVncidcroîcnl pas avec eux respcclivemciit; mais 
si l’on rcnvcrsoil le triangle FED , sens dessus dessous, il y auroit coïnciilencc 
respective entre les angles F, D, et les angles A , C, d’ou s’ensuivroit la con- 
tenance des triangles ABC, DEF , et partant la démoustration , que les triangles 
qui ont un c6U égal à un côté, et les angles sur ce côté respectivement égaux, 
sont capables de convenir. 

Remarque et définitions. Il est toujours possilile de construire sur une 
droite donnée deux figures rectilignes, dont toute la dificrence consiste en 
ce que l’une regarde le côte droit, l’autre le côté gauclie, de sorte que, ren- 
versant l’une des deux, on puisse les faire convenir. Avant ce renversement, 
ces figures sont dites Antilatéres , pour faire entendre qu’elles sont tournées 
vers des côtés opposés : Après ce renversement, elles sont dites Collatères, 
pour faire catendre qu’elles sont tournées vêts le même côté. 

THÉORÈME XIV. 

Vn triangle est déterminé par deux côtés et l’angle compris entre ces côtés. En 
i€. d’autres termes, Deux triangles peuvent convenir quand ils ont un angle 
égal à un angle, et les côtés autour de cet angle respectivement égaux. 

Supposé que l’angle A soit égal à Pangle D , et que les côtés AB , AC autour 
de l’angle A, soient respectivement égaux aux côtés DE, DF autour de l’angle 
D (fig. 35); les triangles ABC, DEF seront capalilcs de convenir. 

En eSet, posant le triangle DEF sur le triangle ABC, de manière que DF 
coïncide avec AC, et que DE tombe du même côté qu’AB; l’égalité des angles 
A, D, fera coïncider DE avec AB n.° i5; d’où s’ensuivra la coïncidence 
respective des points E, F, avec les points B , C , et partant la congruence 
des triangles ABC, DEIF. 

Que si le triangle DEF regardoil la gauche, tandis que le triangle ABC re- 
garderoit la droite ( fig. s4) ; il ne faudroit procéder à la superposition qu’aprés 
avoir renversé DEF ; mais après ce renversement, elle réussiroit comme dans 
le cas précédent; d’où il paroît que le théorème proposé est démontré dans 
les deux cas qu’il présente. , ' . , , 

Avertissement. Eu démontrant ce théorème, comme en démontrant celui 
qui le précède, j’ai distingué le cas dans lequel les figures à comparer étoient 
collatères, du cas dans lequel clics étoient antilatères; mais à l’avenir, je sup- 
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poserai qne le lecteur fait de Ini-niême cette disUBction, et tient pour vrai 
de» figures planes aiitilatères , ce <|ui te démontre des figures planes coHatères. 

Conséquertee \ . En tout triangle, si les eûtes sont ^gaux , ils sont opposés 
à des angles égaux ; s’ils sont inégaux , les plus grands sont opposés à de 
plus grands angles: El reciprtKjueraeiu, si tes angles d’an triangle sont 
égaux , ils sont opposés à des côtés égaux f. s’ils sont inégaux , les plus 
grands sont opposés a déplus grands côtés. 

Soient d’al)o«’d (fig. 25), BA^ BC , côtés d'n triangle ABC, égaux cutic 
eux. Si une droite BP partage l’angle ABC, en deux également, le.s deux 
triangles BPA, BPC, sont capables de eonvenir, par un angle B, égal à un 
angle B, et les côt«;s BP, BA, autour du premier B, respectivement égaux 
aux côtes BP, BC, autour du second B.. Mais de la ounvonance de ces triangles, 
suit l'égalité des angles A, C; donc en général, de l’égulilé dos côtés d'un 
triangle , sttit l’égalité” des angles oj>posos à ces eôtés.- 

Soit eusiiilc (fig. 26 ), le côté BA , pins grand que le côté BC du triangle 
ABC : Si l’on prend sur BA nue longueur BD=BC , et qu’on tire DC , le 
triangle DBC est isescèle; par coBscqiieut ses angles BCD, BDC sont égaux.- 
Mai.s BDC , angle extérieur du triangle ADC ,■ est plus grand que l’un qual- 
CoiMjuc des iiiléiicurs opposes A, C; de plus l’angle C est plus grand que 
sa partie BCD, laquelle est égale à BDC; donc l’angle C est plus grand que 
l’onglc' A; donc en ge'nér.'il, lorsqu’on un triangle, deux côtés sont inégaux, 
le plus grand est opposé à un |>lus grand angle. 

Rcciproquonicnt et eu premier lieu' , Lorsque deux angles d’un triangle 
sont égaux, ils sont opposés à des côtés égaux attendu que oclui q|ii seroit 
opposé à un plus grand côté, seroit plus grand que l’aUtre. 

' En second lien, lorsque deux angles d’un triangle sont inégaux, le plus 
grand est opposé à un plus grand côté. Car s'il oloil opposé à ud' côté de' 
même grandeur, il seroit faux, que des côtés égaux l'iisseDt opposés à des 
angles égaux. S’il étoit opposé i un côté de moindre grandeur, il seroit faux,- 
que de pins grands côtés fussent opposés à de plus grands angles.- 

Oéncralcinont donc, En tout triangle, l’égalité des côtés entraine l’égalité 
des angles opposés, et l’égalité des angles entrain» l’égulité des côtés op-' 
posés ; La majorité des côtés entrdine la majorité des angles opposés, et loi 
majorité des angles entraîne la majorité des côtés opposés. 

Conséquence 2. Les deux plus petits côtés d’un triangle sont opposés d 
des angles aigus : car si le triangle est aciuanglc , sou |>Uis grand côté même' 
est opposé à un angle aigu : si le triangle ii’esl pas acutangle,, son angle droit, 
ou son angle obtus, est opposé à un côté plus gi.-md que les côtés auxquels 
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ses Milles aigus sout op|H>scs; par eoDs^quejDt les deui plus petits c^tés (Tua 
tiianglc sont opposes à des angles aigus. 

B.° 49. Conséquence 3 . Deux côtés d'un triangle sont toujours plus grands que 
le troisième : Car si l’on prolonge CB, Tun des côtes du triangle ABC (fig. 37), 
jusqu’à ce que le prolongement BD^ soit égal au eôlé suivant BA, et que 
l’ou tire AD, le triangle ABD est isosccle, par eunscqueQt ses angles B AD 
BDA sont égaux. Mais l’angle A est jdus grand que sa partie BAD ; diuic 
il est plus grand aussi rpie BDA j donc le côté CD du triangle CDA , est opposé 
à un plus grand ongle que son côté CA; donc CD est plus grand que CA; 
doncles deux côtés AB, BC, sont plus grands qu’AC, troisième côté du triangle. 

B* 5o Conséquence it. D’un point B , hors d’une droite AC (fig- iS) fon peut 
mener A cette droite, une infinité de droites. Or 1.* celle BP, qui lui est 
perpendiculaire , est plus courte qu’aucune de celtes qui lui sont obliques. 
3.‘ Ijes obliques sont égales, quand elles aboutissent à des points A , C, 
équidistans du pied P , de la perpendiculaire BP : elles sont inégales , 
quand elles aboutissent A des points C, D , inégalement distans, de P , et 
la plus grande est celle qui aboutit au point le plUs distant de P. 3 .* Ces 
obliques passent par tous les degrés de grandeur , depuis celui de la perpen- 
diculaire BP , jusques A T infini. 4 .” Enfin , du point B , Von peut toujours 
mener A AC , deux obliques, mais seulement deux obliques de longueur 
donnée , pourvu que cette longueur soit plus grande que celle de la per- 
pendiculaire. 

En clTel et prcmièremenl , BP est plus courte que BA, vu qu’elle est op- 
posée à l’angle aigu A , pendant que BA est opposée à l’angle droit BPA , 
du triangle BP A. 

Secondement, les obliques BA, BC, qui aboutissent à des points A, C, 
équidistans du point P, sont égales, attendu que les triangles BPA, BPC 
pettvent convenir, par un angle droit P, cl les côtés autour de cet angle 
respectivement égaux. Au contraire , les oblûpics BC , BD , qui aboutissent 
à des points C , D , inégalement distans du point P , sont inégales , et la plus 
grande est BD, vu que l’angle C du triangle BPC étant aigu, son angle de 
suite BCD est obtus; que parconséquent BD est le plus grand eôlé du triangle 

BCD, 

Troisièmement les obliqites peuvent croître à l’Infini : car si on ne peut 
■ refuser ce pouvoir à PC, à plus forte raison doit-0n l’accorder à des droites, 
qui fumieiil avec PC des triangles rectangles dont elles sont les hypotliénuses. 
De plus ces obliques (Vissent [>ar tous les degrés de grandeur plus grands que 
BP , jusqu’à l’infini. Car ai elles sauloient d’upc longueur plus petite à une 
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loogneur plut grande , sans passer par les imcrmcdiaires une oblique surpas- 
seroit d’une quauüté finie , l’oblique qui la prcccderoit immcdialemcut ; BD 
surpasseroil BC , d'une quanliui finie KiL, qucbpie peiiie que fùl la distance 
CD. Mais le triangle BCD , est obtusangle en C ; donc son plus grand côte 
est BD'C^BC-f-CD Hk” 48; donc l’etccs de BD sur BC ^ est plus petit <|ue 
CD^ donc CD pouvant se faire plus petit que KL; BD surpasse' BC, d’uue 
quantité' moindre <pie- KL; doue les obliques passent p.tr tous les degrés de 
longueur, plus grands que la perpendiculaire BP, jusqu’à rinilni. Donc qua- 
tricnieinent et finalement , d’un point hors d’une ligne droite', on peut toujours 
■iciier à cette droite deux, mais seulement deux obliques, de longueur doiuicc; 
pourvu que cette longueur soit plus grande que celle de- la' perpendiculaire. 

Définition. La dUtance d'un point à une ligne droite, est la peqiendi- 
eulaire abaissée do ce point sur cette droite : BP est la distance du point B, 
à la droite PC. 

T If É 0 R É STE XT.. 

• il. triangle est déterminé par ses trois côtés. En d’antres termcî , tous les 
triangles constructibles csvec trois côtés donnés, sont capables de convenir. 

Soient ABC, DEF (fig. ag), deux triangles constimus, le' premier avec' , 
les côtés AB, BC, C.A; le second, avec des côtés DE, EF, FD respecti- 
vement égaux aux précédeiis : Si après avoir fait convenir DF côté majeur' 
de DEF , avec AC , côté majeur d’ABC l’on fuit tomber DEF, sur le même 
plan qu’ABC, et en telle situation AEC, que EA=AB , EC=CB ; l’angle 
EAB sera composé de deux angles aigus ; l’angle ECB sera aussi compose de 
deux angles aigus n.* 47 ; de' sorte que tous les angles du quadrilatère' K.\BC 
seront saillaus, et que la diagonale EB le partagera en deux triangles isoscclos 
F.AB , ECB. L’angle AEC est donc composé de deux parties égales une à 
une aux deux parties' composantes de l’angle ABC; donc les triangles AEC, 
ABC, ouïes triangles DEF, ABC peuvent convenir, par un angle égal à un- 
angle, et les côtés autour de cet angle respectivement égaux; donc en gé- 
néral, Us triangles dont les cùUs sont égaux un à un, peuvent eonvenir.’ 
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Deux càtis et un anf^le non-compris entre ces c6Us dJterminenl un trianple, 
de manière qu’il n’rst susceptible que d’une jormc , quand le plus grand 
des côtés donnés est opposé à l’angle donné: de manière qu'il est sus- 
ceptible de deux formes , mais de deux seulement , quand le plus petit 
des cotés donnés est opposé d l’angle donné. 

Comme l'angle donné peiil être droit, aigu, ou obtus, voyons d'abord ce 
(jiii arrive quand il est droit ; et à cet efTct (fig. 3o), représentant cet angle 
par D, et les côtés donnés par AB, BC ; observons que ces quatilile's ne 
peuvent entrer daps un triangle, qu’autant qu’AB, le plus grand des ciilés 
donnés , se trouve én f^ce de l'angle droit; qtie par consc<picnt , la construction 
de ce triangle exige que BC , le plus petit des côtés donnés fasse un angle 
droit sur ujie droite CE, Cl que du point fi, U soit tiré à cette droite, une 
ligne de grandeur ABii»BC. Jlais du point B, l’on ne peut tirer à CL que 
deux oldiipics BA, BE, plus grandes que BC, cl ces obliques ^ abouiisscm À 
des poi;)ts A , E , éqiiidisUins de C; donc BCA , BCE, seuls triangles qu’on puisse 
construire avec les données , peuvent convenir par l’égalité rcsjiective de 
Ictu^ trois côtés; donc ces données déterminent un triangle, de manière qu’il 
o’est susceptible ipie d’une forme. 

Soient en second lieu AB, BC (fig. 5i), les côtés donnés, et D l’.angle 
<d)iu6 donné , oppose' à AB , le plus grand des côtés donnés ; la contruciion 
exige que BC fasse sur une ligne CL, un angle obtus BCL— D, et que le 
Triangle se ferme par un côté de grandeur B A. Alais du point B, hors de 
CL, on ne peut mener à CL que deux obliques BA, BE plus grandes que 
BC, cl ces obliques aboutissent à des points A, E, éqiiidislans dit ]>ied P 
de la perpendiculaire BP; donc le seul triangle ilans lequel les données puissent 
entrer est BC.A, attendu que BCE substitue à l’angle BCA=D, son angle de 
auile BCE; donc ces données déterniinent un triangle , de manière qu’il n’est 
fiii.sccpt il >lc que d’une forme. 

Troisiomement, lurstpic Ttuigle donné D est aigu, il faut distinguer le cas 
dans lequel il est opposé ntt plus grand .AB, dit c.is dans lequel il est opposé 
au plus petit BC des côtes doimés ; Dans le premier (fig. 33), la construction 
exige que BC fasse sur une droite CL , lui angle aigu BCL=D , et que le 
triangle se ferme par une droite de grandeur AB. Mais du point B, hors de 
CL> peut mener à CL que deux obliques BA, BE plus grandes que 
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BC, el ce» oI)li(|iie» alioutt»$em i des points A, E, e'qiiidistJins du pied 1* , , 
do la petpcmlicidaiic BP; donc BCA, -BCE sont les seids triangles qu’on puisse ■ 
coiistriiire , avec les doiiiioes; donc BCE est le seul qui les admette toutes, 
attendu que BCA suiistitue à BCE=D, son angle de suite BCA, dune ces 
douiioes diilerniliienl un triangle, de nnuiicre qu’il n’est susceptible que d’une 
forme. 

Lors cnGn que le plus petit BC des côté» donnc’s AB, BC, est opposé à 
D , angle aigu donne ( fig. 33 ) , la construction evige que BA fasse , sur une 
droite AL, un angle BAL=D, et qtie le triangle se ferme par une droite 
de grandeur BC. Mais du point B, lioi-s d'AL, du ne peut mener à AL que 
deux obliques BC , BK, pins petites que BA, plus gmiidc» cependant que 
la perpendiculaire BP; et ces obliques se terminent à des points C, K, éqiii- 
dislaos du jftint P; donc les setds triangles que l’on puisse construire avec les 
dofinées, sont BAC, B AK , donc en ce cas le triangle est susceptilde de deux 
formes, mais de deux formes seulement. 

Conséquence. Les deux formes BAC, BAK(fig. 33), dont un triangle vient 
n.* S3. d’étre trouvé susceptible, ont ceci de remarquable, qti’ACB, second angle 
non-compris de la première est obtus; qu’.AKB, second angle nou-cumpri» 
de la seconde est aigu ; et que l’un de ces angles, est complément de l’autre 
à deux angles droits: Car le triangle, CBK étaiil isoscèlc, BCK, BKC, ses 
angles à la base CK , sont égaux , et par conséquent BKC n’est pas moins com- 
plément à deux droits de BCA que BCK. 

Lors donc (pie deux «riangles sont détermines par deux côtés égaux tui k 
un; et le môme angle non-compris, en opposition au plus petit de ces côtes; 
«CS triangles étant susceptibles de deux formes diirércntcs, il peut arriver que 
le premier ait ou n’ait pas la meme forme que le sccoud : or à cet égard , U 
est clair par ce qui précède , (|u’îl la revêt, quand son second angle ntni-com- 
pris est de même nom que le second angle non-compris du second: qu’au 
' contraire, il ne la revêt |ias , quand son second angle non-compris est d’un 
autre nom que le second angle non-conq>ris du second; que par conséquent, 
deux triangles , qui ont deux côtés respectivement égaux , cl un angle non- 
compris égal à un angle non-compris, peuvent ou'iic peuvent pas convenir, 

■ euivant que le second angle non-compris de l'un , est ou n’est pas de même 
Dora , que le second angle non-compris de l’autre. 
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THÉORÈME XVII, 

Lorsque deux triangles ont deux côtés fespectivement égaux , celui qui 
n.' 54. entre ces côtés renferme le plus grand angle , a la pins grande base : 
et réciproquement , celui qui a la plus grande base, renferme entre ces 
côtés le plus grand angle. 

Soient ABC, ABD (fig. 54), deux tnangres leU, qu’AB, BC côtds d'e Pua 
sotcnl rcspeclivemeot e'gaux à AB, BD côles d* Paiitre ; que de plus, ABC 
angle du premier, soit plus grand qu’ABD angle du second: si l’on pose le 
triangle ABD sur le triangle ABC, de manière qu’AB convienne avec AB; 
BD aboutira en D sur AC ( Cg. 55), ou en-D sotis AC (Gg. 56), ou en D' 
au-dessus d’AC (6g. 5y). Dans le premier cas, il est e'vidcnt que la base AC 
est plus grande que la base AD, Dans le second cas, le triangle DBC étant 
isosccle, son angle C est égal à son angle D; par conséquent l’angle ADC est 
plus gland que l’angle ACD; et partant, le côte AC est plus grand que I« 
eôté AD dn triangle ADC n.°47. Dans le troisième cas, le triangle DBC est 
boscèle; ses angles D, C sont donc égaux; donc Os sont aigus; donc £DC, 
angle de suite de D, est obtus; donc à plus forte raison ADC est-il obtus, 
donc le côté AC du triangle ADC est plus gi-and que le côté AD; donc Gna- 
lement, lorsque deux triangles ont deux côtés respectivement égaux, celui qui 
entre ces côtés renferme le plus grand angle, a la plus grande base. 

Réciproquemeut, lorsque deux triangles ABC, ABD (Gg. 54), sont tels, 
qu’il y a égalité respective entre AB, BC côtés de Piin, et AB, BD côtés de 
l’autre; â AC base du premier surpasse .AD base du second, l’angle ABC sur- 
passe aussi l’angle ABD : car premièrement , ces deux angles ne peuvent être 
égaux, attendu que s’ils l’ctoient, le triangle ABC, eonviendroit avec le triangle 
^ ABD; que par conséquent la base du premier, ne scroil pas plus grande que 
la base du second. Secondement, puisque les angles .4BC, ABD sont inégaux , 
et que la démonstration précédente opp6se le plus grand à la pfus grande base; 
U faut bien- qne la plus grande base soit opposée au plus grand angle ; et par- 
tant, que lorsque deux triangles ont deux côtés respectivement égaux, celui 
qui a la plus grande hase, renferme entre ses côtés le plus grand angle. 
Conséquence \ . Lorsqu’une droite SP (Jig.bS), est perpendiculaire sur 
55. k milieu d’une droite finie AB , tous les points de cette perpendiculaire 
sont d égale distance des extrémités de cette droite y et hors de la perpen- 
diculaire SP, il n’est aucun point sur le plan SP A s qui soit d égale dis- 
tance des extrémités d’AB. 
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En tITet et prenjicrcmcnt, un point quelconque Sdc SP, est à égale dislancc 
des points A, B, vu que les triangles SPA, SPB [leiivent convenir, par un 
angle droit, et des côtes auùmr de cet angle respectivement cgani. 

Secondement , un point quelconque M , bors de SP , sur le plan SPA , est 
à inégalé distance des points A , B , attendu (pie l’angle MPA , étant plus grand 
que l’angle MPB, et que les côtes MP, PA, étant égaux un-à-un aux côtés 
MP, PB; la base MA de MPA, est plus grande que la base MB de MPB, 

Con»éguence ». Un point quelconque de la droite qui partage un angle 
a.’’ 56. «n deux également , ett équidistant des jambes de cet angle , et hors de 
celle droite, H n’est aucun point, sur le plan de cet angle, gui eoit équi- 
distant de ses jambes. 

Eu effet et premièrement (Rg. 3g), un point quelconque K, de la droite 
AL, qui partage l'angle BAC en deux egalement, est équidistant des jambes 
AB, AC de cet angle : car KP, KQ étant perpendiculaires, l’une sur AB, 
l’autre sur AC; et l’angle KAP, étant égal à l’angle KAQ; il s’ensint, que 
* le troisième angle du triangle KAP, est égal au troisième ongle du triangle 
KAQ; que par conséquent, ces triangles peuvent convenir, par un côté com- 
mun , et les angles sur ce côté respectivement «gaux ; qu'aiasi fioalcmonl 
KP=KQ. 

Secondement, un point quelconque M, bors de la droite AL, est inégale- 
ment distant des jambes AB, AC de l’angle BAC : car si après avoir alvaissé 
MR., perpendiculaire sur AC, l’on prend sur AB utie longueur AS=AR , et 
qu’on tire MS; les côtés M.i, AR du triangle MAR, sont égaux un-à-un aux 
«ôtés MA, AS du triangle &LAS, mais l’angle compris entre les premiers, est 
plus grand que l’angle compris entre les seconds; d’où il suit que , si MS est 
peqtcndiculaire sur ÂB, la distance MR est plus grande que la distance MS; 
que si MS n’est pas perpendiculaire sur AB , tpie ce soit MT ; la dislancc MR, 
supérieure à MS, l’est encore (dus i MT; et (variant, que le (voint M, est 
inégalement distant des jambes de Pangle BAC. 

Remarque. Les propositions de cette section, qui sont relatives aux con- 
ditions qui déterminent les triangles, servirent aux iiivcutours à mesurer des 
(balances sur lesquelles ils u’auroient pu (>orter la toise, comme la largeur d'une 
rivière, le diamètre d’un (xiteau, la hauteur d’un arbre , et d’autres encore. 
Ainsi en premier lieu (fig. 4o), pour mesurer la largeur d’une rivière, ou la 
distance AB, d’un objet A, sur l’un de ses bords, à un objet B, sur le bord 
opposé; 1 .* ils toisèrent une base AC ; a.* depuis le (>oint A, ils (brigèrent 
deux règles mobiles autour d’un centre fixe , l’une selon AB , l’autre selon AC , 
elles assujcitireul à l’angle BAC; 5.° ils passèrent à l’autre extrémité d’AC, 
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y dingorcnt dcint antres règles, l’une selon CA, l’aiurc selon CB, et les assu- 
)cttirent à l’angle BCA : 4.‘ ils se transportèrent dans une plaine, y tracèient 
une base DF=AC, et au movcn des angles coulir's à leurs règles, ils èlevèrcnt 
sur DF des droites DE, FE, fjui lui fussent inclinées, commfe AB, CB l’c- 
loient sur AC : 5.* enfin, considérant que les tiianglcs ABC, DEF étoient 
capables de convenir, par un côté égal à un côté, et les angles sur ce côté 
respectivement éganx; la mesure de DE, leur tloiina celle d’^VB. 

En second lieu (fig. 4i), pour mesurer AC, diamètre d’un Coteau, ils se 
transportèrent en B sur la plaiue adjacente , tirèrent de ce point les droites 
BA, BCj les toisèrent, et prirent avec leurs règles Faugle ABC. Puis sur une ^ 
plaine, capable de recevoir un triangle DEF de la grandeur d’ABC, ils .tra- 
cèrent un angle E, égal à B; donnèrent à scs jambes ED, EF des longueurs 
respectivement égales à celles de BA, BC, et après avoir construit le triangle 
DEF, capable de convenir avec ABC n-'^G, la mesure de DF, leur donna 
celle d’AC. 

Ces mesures de distances sur lesquelles on ne peut porter la toise, ne se 
prennent qu’autaut qu’on a à sa bienséance des plaines, capables des grands 
triangles qu’elles eslgcnt presque toujours. Or, comme des plaines si étendues 
sont souvent bors de portée; les anciens géoraclres cherchèrent et trouvèrent 
■ le moyen de s’en passer, en démontrant, que les côtés correspondans des trian- 
gles éqiiiangles sont proportionnels : car il suivoit de cette démonstration , qu’au 
lieu de tracer sur le terrein le grand triangle DEF, capable de convenir avec 
ABC(fig. 4o), il suffisoit de décrire sur une table, un triangle def, équiangle 
à ABC, et de base df, égale à la centième, millième, n.'"”” partie d’AC, pour 
que la mesure de de , n.*'”' partie d’AB, fit connoître la grandeur d’iVB même. 
C’est donc à démontrer qu’il y a en eflel proportion,, entre les côtés d’un triangle 
et les côtés correspondans d’un autre triangle , lorsque le premier est étpiiangle 
. au second, que nous sommes appelés; mois comme cette démonstration s’ap- 
puie sur des définitions et des théorèmes dont il n’a pas encore été question ; 
ce sera par cos définitions et ces théorèmes, que nous continuerons. 

Définitions. Ou donne le nom de Parallélogramme à tout quadrilatère dont 
les côtés opposés sont parallèles et les parallélogrammes dont les angles sont 
droits , prennent le nom de Rectangles. De plus on donne le nom de Distance 
de deux parallèles, à la perpendiculaire ahaisséo d’un point quelconque de 
l’une , sur l’autre. 
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THÉORÈME XVIII, 

“•* 57 . JJ une et l’autre diagonale d’un parallélogramme le partage en deux trian- 
gles capables de convenir. 

En cfTet ( Gg. 43 ), les cotés AB, BC étant parallèles tin-à-un aux côtés CD, 
DA du parallctogramnie ABCDj les tnangles ABC, CDA, dans lesquels ce 
pamllélogronime est divisé par sa diagonale AC, peuvent oonveriir, par un 
côté commna et les angles sur ce côté respectivement égaux a.° ‘iS. L’on peut 
en dire amant des triangles BAD, BCD dans lesquels ABCD est divisé par sa' 
diagonale BD; par conséquent, l’une et l’autre diagonale <f un parallilo^ 
gramme, le partage en deux triangles capables de convenir. 

^ Conséquence i. Les côtés opposés des parallélogrammes sont égaux : et 
’ réciproquement, les quadrilatères dont les côtés opposés sont égaux, sont 
des parallélogrammes. La première partie de celle proposition se fonde, sur 
ce que l’une quelconque des diagoutdes d’un parallélogramnie , le jiartage' en 
deux triangles capables de convenir^ La seconde se fonde sur cc que oliacunc 
des diagonules d’un quadrilatère dont les côtés opposés sont égaux , le partage en 
deux tnangles capables tic convenir, par l’égalité res]iecllve de leurs trois côtés, 
n.* 5y. Conséquence 3. La distance de deux parallèles est partout la mime > 
car supposé qu’AD soit parallèh: à BC (fig. 45), et que de deux points K,L, 
pris à volonté sur BC, l’on abaisse sur AD les perpendiculaires KG, LU ; ceS 
perpendiculaires seront parallèles entr'elles; or par supposition, KL, GH le' 
sont aussi ; par conséquent GKLH est un parallélogramme , et partant , la diir' 
tance KG est égale' à lit distance LH.- 

«.• 60 . Conséquence 3. Un quadrilatère dont deux côtés opposés sont égaux et' 
parallèles , est un parallélogramme : car si les côtés AB, CD du quadrilatère 
ABCD (Gg. 43), sont égaux et parallèles; les angles ullcmcs ACD , CAB sont 
égaux n.'^sS; par conséquent les triangles CAB, ACD peuvent convenir, par 
un angle A égal è un angle C, et les côtés AC, AB autour d’A , respectivement 
égaux aux côtés CA, CD autour -de C. Mais la convenance de ces triangles enr 
traîne l’égalité des angles BCA , CAD ; et cette égalité, le parallélisme des côtés 
AD, BC; doue, non-seulement deux des côtc's opposés du quadrilatère ABCD 
sont parallèles, tuais aussi les deux autres; donc ce quadrilatère est un paral- 
lélogramme. 

Définition. Plusieurs parallèles sont équidistantes, quand la distailce de 
l’une à celle qui la suit de plus près , est égale à là distance de toute attire 

r> 
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â celle qui la suit de |>Iiis près: les parallèles AB, CD, EF, GII (lîg.44) sont 
cqiiidistanles, s’il Y a égalité entre les parties pq, qr,n de la droite SP, qui 
Les coupe perpendiculairement. 

THÉORÈME XIX. 

Lorsque plusieurs pnrntlèles équidistantes sont coupées par une oblique, y 
les parties -de cette oblique, qui sont contenues entre une parallèle et lu 
6j. parallèle qui la suit immédiatement , sont égales : et réciproquement , lors- 
que plusieurs parallèles sont coupées par une oblique, et qu’il y a égalité 
entre les parties de cette oblique, qui sont contenues entre une parallèle 
et la parallèle qui la suit immédiatement; ces parallèles sont équidistantes. 

Soit SP (lig. 44), perpendiculaire aux oldiques éipiidislantcs AB, CD, EF etc.; 
de sorte que les parties pq , qr, rs , de celle perpendiculaire soient e'gales 
enir'elles ; Soit de plus une droite QR, qui coupe obliquement ces p.-irallèles: 
Si des points de section a,c, e, l'on abaisse sur les parallèles CP, EF, GlI, 
les perpendiculaires ah, cd, e/"; l.” elles seront égales, par supposition: a.” cib s 
seixint parallèles entr’elles, vu qu’elles le seront toutes à SP. Or, il suit de là, 
que les liiangles abc, ede, efg peuvent convenir, par un côté égal à un côté 
et les angles sur ce côté respectivement égaux n.' 37 ; donc les parties d’une 
oblirpie sont égaies, quand elles sont contenues eulre des jiarallèles équidis- 
lanlps, 

Réciprorpiemcnt , si au lieu de supposer l’égalité des côtés ab, cd, ej , des 
■' triangles abc , ede , efg, on suppose celle de leurs côtés etc, ce, eg\ ces 
triangles sont capables de convenir, par l’égalité d’un côté, et l’égalité respcc- 
' tive de deux angles sur ce côté j par conséquent , l’équidistance des paral- 
lèles , résiütc aussi nécessairement de l’égalité des parties de l’obliipie , que 
l'égalité des parties de l’oblitjue , résulte de l’équidistance des parallèles. 
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SECTION III. 


Conditions auxquelles les côtes des triangles sont proportionnels, 
'Développement de Vidée^e la similitude ou ressemblance de» 
figures planes. 

^J"oïT.s avons dit dans la section |tré<"cdentc, <|i\c les preiiiicrs géomètres 
avolcnt présumé, qu’étant donné un triangle qiielcuuqiic , on en conslniiroi» 
un second, dont les côtés scroient nu à nu , une allqiiote descôlés du pre'mier; 
si , sur nne base égale à une aliqnoie de la base du triangle donné , l’on incli- 
Jiolt les côtés du second triangle, comme les côtés du premier le scroient sur 
■ leur propre base. C’est à convertir cette présonqttion en certitude , que le 
tliéorètue suivant est destiné; mais comme on y fait usage d’une expression 
dont le sons n’a pas encore été' sufGsammcut déterminé , nous avertissons , 
que lorstpi’il s’agit de triangles équiangles , mr côté de l’iiu est dit correspondre 
à un côte de l’autre, lorsque, dans son triangle, le premier est opposé à un 
^ angle , égid à l’angle auquel le second est opposé dans le sien ; qti’ainsi , par 
exemple, les triangles ABC, née, (lig. 45), étant é(|uianglcs en vertu de 
l'égalité respective des angles A , B , C , aux angles a, b, «; lus côtés BC , CA, 
AB , correspondent un à un aux côtés éc, ca , ab. 

THÉORÈME XX. 

I 

n.°6a. TjCS côtés correspondons de deux triangles èquiangles sont propcrtionneîs 

les uns aux autres. 

Cette proposition oifre deux cas a dlstingnor : le premier, dans letpiel les 
'côtés correspondans des triangles èquiangles sont comineusurables : le second , 
dans lequel ces côtés sont iiicoramensnrables. 

Preinicrcmcnt donc (fig, 45), supposé que les dîtes AB, ab, des triangles 
ABC , abc, soient commensurables; leur plus grande commune mesure, portée 
'sur le côté AB , le divisera en un ccrialn nondn e m de parties égales ; portée sur 
le côté ab , elle le divisera en un autre nombre n de parties égales. Or ces 
divisions étant faites , si du sommet B .du triangle ABC , et des points de divi- 
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sion de «on côté AB , l’ou tire des parallèles i sa base AC; et qu’ensiiUe ^ du 
sommet t du triangle al>c , et des points de division de son côte ad , l’on tire 
des parallèles à sa base ac ; il s’ensuivra l.*qiie les triangles DBE, f/6e, seront 
. èquianglos, le premier à ABC; le second à ade n.* 37 ; que par cnnsecpient, 
ils seront cipiiaiigles entr’ciix ; et qu’ayant de plus un côté BD égal à un côté 
W , et les angles sur ce côté respectivement égans ; ils seront capables de 
convenir : 3.* il s’ensuivra , que les parallèles D£ , FG , U1 etc. divisant le 
côté AB en ai parties égales, seront équidistantes n.° 61 , et qu’en consé- 
quence , elles diviseront aussi le côté BÇ en m parties égales : que pareillement, 
les pai allcles de ,fg, hi etc. divisant te côté ad en n parties égales , seront 
équidistantes, et diviseront aussi le côté de en n parties égales. Mais de ce que 
cliacune des m parties de BA est égale à BD, pendant que cbarmic des n 
parties de ba est égale à />rfi=BD , Il suit que le rapport B A : da est égal au 
rapport de /n : n : De ce que cliacune des m parties de BC est égale à BE, 
et ipie cliacune des n parties de de est égale à /‘<’=-BE , il suit que le rapport 
de BC : de est og.al an rapport de m : n ; donc tes rapports BA : ba , BC 
be , étant r'gaui à un troisième m: n , sont égaux emr’cux. 

Ajoutons que , si au llrii de tirer des parallèles à AC , par les points de 
division d’AB; puis des parallèles à ac, par les points de division d'ciô; nous 
avions tiré des parallèles à BC , par les points de division d'.VB; puis des paral- 
lèles à be, pur les points du division tl'ad ; nous aurions démontre l'égalité 
des rapports AB : ad, AC: ac, comme nous avons démontré celle des rap- 
poits BA : da, BC : de } que par conséquent il est prouvé, que lorsipic deux 
triangles ABC, abc sont équiangles, et que B.‘\., côté du premier, est com- 
niensiirable avec ba côté con esponiluut du second , le rap|iurt de BA : da , est 
égal !i celui de BC : ôc , et à celui de CA : en. Rc-te à prouver, que les 
triangles ABC, abc demeurant équiangles, mois le côté BA du premier 
( fig. -tG), cessant d'être commcnsuralile au côté da du second; les rapports 
BC ; de, CA : ca n’en sont pas moins égaux enlr’eux, 

A cet effet donc j’observe , que si le rapport BA : da , n’étoit pas égal an 
rapport de BC : de , il seroit ou plus grand on pitu petit : que s’il étoit plus 
grand, si B.A.iôn^BC: Ac; on pourroU prolonger da jusqu’à tel point y, que 
B.\ : ôy=6C : de. Je remarque ensuite, que prenant alors une aliqiioto de BA, 
plus petite qii’ny, et la portant sur hf, {iisrju’à ce que sou extrémité antérieure 
tombât en d , entre les points a, /•, si de ce point d, l’on droit la droite de, 
|Mrallèlemeut à ac, cl qu’on prolongeât de au e; le triangle dbe soroit équiangle 
au triangle A BC; qite de pins , son côté db , correspondant au côté AB d'ABC , 
Buroit avec lui uue uliquolc comtpune ; cl par couséqueot , 
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que hd I fiA=6« ; BC 

Diab nous venons de voir que . . . BA : 6y'=BC: bc 

donc on composant bd bf ^ be \ bo 

donc la supposition , que le rapport BA : ba soit [>Iiis grand que le rapport BC : 
bc , iiiiplique contradiction, attendu que l’exposant de bd: hf est plus petit, 
tandis que l'exposant de Ae : bc est plus grand que l’unité. A^oyops si la sup- 
position que le rapport de B A : ba soit plus petit que le rapport de BC: bc, 
■'impliquera pas aussi contradiction. 

El dans ce dessein , partant de cette supposition même , savoir , que BA : 
ba <CBC; Ac; prolongeons BA en F , jusqu’à ce que BF : ba — BC : bc ; pre- 
nons enstnte une aliquoie de bn , plus petite qu’AF , et portons-la sur BF , 
jusqu’à ee que son extrémité anterieure loiuhe en D , entre les points A, F ; 
tirons du point D, la droite CE , parallèle à AC, et prolongeons enfin BC 
jusqu’en E. Cela fait , nous observerons qne le triangle DBE , est équiangle 
an triangle ABC n.® 37 , et par cela même au triangle abc-, que de plus , BD, 
èa , côtés correapondaus des triangles DBE , sont comme nsurabl es , et qu’en 
conséquence , 

ba : BD = bc : BE 
mais nous venons de voir que BF : ba — BC : bc 

donc en composant BF : BD = BC : BE 

donc la supposition , qne le rapport BA : ba , soit plus petit que le rapport 
BC : bc. implique contradiction , puisqu’elle met en égalité deux rapports BF : 
BD , BC : BE , dont le premier a pour exposant , un iiomltre plus grand , tandis 
que le second a pour exposant , un nombre plus petit que l’unité. Donc Fina- 
lemcnt , les eéliê eorrespondaaa des triangUê équiangles sont proportion- 
nels , soit qu’il y ait, soit qu’il n’y ait pas commensurabiliti entre lee 
uns et les autres. 

Remarque, Deux triangles équiangles offrent toujours trois côtés oorrespon- 
dans à trois eôtés , ce qui fait trois couples de côtés eorrespondans. Puis donc 
que les côtés d’une de ces couples étant commensurables , les côtés des deux 
autres couples le sont aussi ; réciproquement il suit de là , que lorsque les 
côtés d’une de ces eouples sont incommensurables , les côtés des deux autres 
le sont aussi; attendu que si ceux de l’une des deux éioient commensurables, 
ceux de toutes les trois serolent commensurables. Ajoutons que la meme 
conséquence dérive du théorème général , que les côtés eorrespondans des 
triangles équiangles sont proportionnels : Car ces côtés ne seroicnl pas pro- 
portionnels , si le rapport des uns étoit raûonnel , et colut dos autres irraiionuel. 
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THÉORÉMEXXI. 

n* C?» Les triangles dont les côtés sont proportionnels , sont équiangtes' 

Le» eûtes d’ABC étant supposes proportionnels aux côtes d’ofic (fig. 46 )j 
si sor pr—ac, roii incline pq , rq ,, àc manière ipi’elles fassent sur elle Jes 
angles p, r, res])ecti\emeiit égaux à A, C; le triangle pqr sen éijiiiaugle au 
triangle ABC n.° 55 ; d’où il suisra que AB : BC : CA~pq : qr: rp, pro- 
portionnalité qui comparée à celle qu’on suppose AB : BC : CA = n6 : bc ; 
ca, justifie la suivante pqz qr: rp=ab: bc: ca. Mais par construction rp = 
ca } donc qr=bc et pq—ab; donc les triangles pqr , abc peuvent convenir, 
par l’égalité respective de leurs trois côtés ; donc abc , n’est pas moins cquiangle 
à ABC que pqr ; donc eu gcoérai , Us triangles dont Us côtés sont propor—, 
tionnels , sont éguiangles. 

THÉORÉMEXXI I. 


n.*Gl. triangles qui ont un angle égal à un angle et les côtés autour de cet 
angle proportionnels, sont équiangles. 


Les triangles ABC, abc, étant supposés tels, que B=6, et que BA : BC 
sx^ba: bc (lig. 47 ); si l’on prend sur B A une longueur BD — ôa, et que du 
point D , Pou tire DE parallèle à AC ; le triangle BDE sera e'quiangle au 
triangle BAC n.' ‘jj ; d'où il suivra que BA : BC= BD : BE. Mais par suppo- 
ûtion BA : BC = ôa : ôc; donc BD : BE=ôa ; bc-, donc BD étant égal à ba , 
par construction, BE est égal k bc-, donc les triangles BDE, bac peuvent 
convenir, par un angle B , égal à un angle ô , et les côtés autour de B, respec- 
tivement égaux aux côtés autour de ô ; donc , puLsipie BDE est équianglc k 
BAC, bac est é«|uiangle à BACj donc en général , Us triangles qui ont un 
un angle égal à un angle, et Us côtés autour de cet angle proportionneU , 
sont équiangles. 
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THÉORÈME XXIII. 

Lorsque deux trinnples ont un anf^le donné , et que deux côtés du premier, 
l’un autour de cet anf>le, Vautre en opposition à cet angle , sont pro^ 
portionnels à deux côtés du second , l’un autour de cet angle. Vautre 
65. en opposition à cet angle ; 1.* ces deux triangles sont équiangles , si dans 
tous les deux le plus grand des côtés proportionnels , est opposé à V angle 
donné. 2.“ Il y a égale possibilité à ce qu'ils soient ou ne soient pas 
équiangles , si dans tous tes deux le plus petit des côtés proportionnels , 
est opposé à l’angle donné. 5.* Enfin , si dans l’un de ces triangles , le 
plus grand des côtés proportionnels , est opposé n Vangle donné , et que 
dans Vautre , ce soit le plus petit ; il n’y a qu’un seul cas auquel les 
deux triangles soient équiangles , savoir, celui où d’une part , les côtés 
du plus petit sont en proportion continue croissante , depuis le plus petit 
au plus grand des cotés proportionnels, jusques ait troisième côté; tandis 
que d’autre part , les côtés du plus grand sont en même proportion, 
depuis le troisième côté, au plus petit et au plus grand des deux côtes 
proportionnels, 

V . 

Soient ABC, abc (Gg. 47), deux triangles tels, ijne l’angle C du premier 
soit égal à l’angle c du second ; rpic de plus ÀB;BC=-ot , et tpi’AB, le 
plus grand des cûte's pro|>orliunnels d’une |>art, soit op|H>sé à C, comme ab , 
le plus grand des côtés propoi-tiouncls d’autre part, est oppose’ à c : Si sur 
de=iab, l’on construit un triangle def , étjuianglc .à ABC; il s’ensuit <pie 
hh'.hC=-de‘.ef, proportion qui comparée à la prc’cédcnte AB:BC=æ6;6c, 
conduit à la suivante de'.ej—ab'.hc de la(|uellc il résulte, i|uc ef—bc, attendu 
que jtar construction de=ah. Les triangles abc , def ont donc deux côtés res- 
pectivement égaux, et l’angle e du premier, non-compris entre ces côtw, est 
égal à l’angle f du second , non-conijiris entre ces côtés; de plus dans l’un et 
dans l’autre , le plus grand des côtes respectivement égaux, est opposé à l’angle 
donné; donc ces triangles peuvent convenir n.* 52; donc def ayant été fait 
équiangle à ABC; abc est é(|uiangle aussi à ABC; donc la (>remière partie du 
théorème proposé est démontr ée. 

Quant àlasecondc (fig. 48), dans laquelle les triangles ,\BC, aie sont sup- 
posés tels, que C=c, et qu’AB, ah, re.speclivcnicnt plus petits que BC, bv, 
sont opposés, le premier à C, le second à cj Si d’une part, on ahaisse BP, 
perpendiculaire sur AC, et qu’apres avoir prbsur PC une longueur PD=PA, l’on 
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GÉOM^TRIB ÉLÉMENTAIRE, 
lire BD; le triangle DBC aura deux cotés respectivement égaux k deux côtés du 
triangle ABC, et opposera , comme ABC, le plus petit de ces côtés à l’uugle C; 
de sorte tpi’ll revêtira la seconde des formes dont ABC est snsccplihle n.° 5a : 
Si d’autre part on abaisse 6p , perpendiculaire sur oc, cl (pi’après avoir pris 
sur pc une longueur pd=pa , l’ou lire bd ; le triangle dbc aura deux côtés 
respectivemeiil égaux à deux côtés du tnaiigic abc, et ojiposera, comme abc, 
le plus petit de ces côtés à l'angle C; de sorte qu’il revêtira la Seconde des 
formes dont abc est susceptible. 

Maintenant, si l’on fait Bq=i/p, cl que par le point q l’on lire rt parallèle k 
CA; les triangles Bsq,Bqt,Brt sont respectivement éqbianglcs aux triangles 
BCD , BDP, BPA , BCA ; de plus, le triangle Bçrpeut convenir avec le triangle 
bpc, par Bq=bp, et deux angles ç, r, respectivement égaux à deux angles;», c. 
Mais de ce que les triangles BCD, firs sont cquiangles, il suit que 6C:BD=Br:B.t; 
et de ce qu’on suppose que BAtBC.=ô/i ;ôe, il suit que BC;BA=ôc:ôa; cl qu’en 
substituant à BA sa valeur BD; BÇ; BD=6c;ô<j. Proportion qui, comparée 
à l’une des précédentes, savoir, BC :BD=Br:B«, donne la suivante Br ;Bj=ôc;ôa, 
d’où l’on tire Bs=5a, à cause de Br=5c. Ajoutons que le triangle BDA étant 
tsoscclc, le triangle Bs/, qui lui est équiangle, eslisosccle aussi; que par con- 
séquent Bl=:Bs=ôo. 

Ainsi d’une part, l’angle r du triangle Brs, est égal à l’angle c du triangle 
bed, et les côtés Br, B.r de Brs, sont égaux un-â-un aux côtés bc ,bd Ac bcdl 
Et d’autre part, l’angle r du triangle Br/, est égal à l’angle c du triangle bca ; 
de plus, les côtés Br, B/ de Br/, sont égaux im-.à-un aux côtés bc, ba de bca ; 
Donc, puisque avec deux côtés bc, ba et un angle c, l’on ne peut construire que 
deux triangles angles bed, bca, quand on oppose à l’angle c, le plus petit des côtés 
bc, ba; que de plus, ces triangles bed, bca, ‘toal capables de convenir un à-un 
avec les triangles Bra, Br/, lesquels sont respectivement équianglcs aux seuls 
triangles BCD, BCA, qu’on puisse constniire avec BC, BA cl l’angle C, quand 
on oppose le plus petit des côtés BC, BA à l’angle C; la seconde partie du 
théorème proposé n’est pas moins démontrée que la première. 

Par rapport à la troisième (fig. 4g) , où l’on suppose que l’angle c du triangle 
abc, est égal à l’angle C du triangle ABC, et qu’nô, le plus grand des côtés 
proportionnels d’une part est opposé à c, au lien qu’AB , le plus petit des côtés 
proportionnels d’autre part, est opposé à C; d’où il suit que <j6:ôc=BC:BA, 
ou que ôc;ôa=BA:BC. J’observe premièrement, que le côté BC, étant plus 
grand que le côté B.\ du triangle ABC; l’uugle A est plus grand que l’angle C : 
Secondement, que le côté bc étant plus petit que le côté ba du triangle née; 
l’angle a est plus petit que Pangle c; que par conséquent, les uiangics abc, 
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' I . ABC, ne panvenl «tr« éi]iûiiii(;le& , qu'autant que lc$ «n^es g,bfC, sont ('gaux 
\m-à-uB aux angles B, A, C; cl t|u’alors, c6 1 ia I caî=C A : B A : BC ; que par 
■>I , r'Aousequcot , la uroisiènic et daruière partie du tbeurci)ie propose , est de'mp’itrée . 

•\ . THÉORÈME XXV.' " ' 


■•“66. f'"* plane, quehonqnc étant donnée, si d'un point du plan sut- 

lequel eUe est tracée, on tire à son contour toutes les droites qu’il est ' ' . 
possible d’y tirer, et tfuedepuisce point on prenne telle partie de chacune 
de ces droites, que le rapport de la partie à la droite totale, soit cons- 
, tainment le même; les parties aboutiront au contour d’une figure, qui 
ne différera qu’en grandeur de la figure donnée. 


S()!l donnée ABC, figure pfaBe quefconqiie (fîg. 5o) : Si du poinlT, du plan 
wir lequel elle est Irucce, on tire à sou coiilour les dioilcs PA, l'B, PC, elc. 
et qu’on- prenne sur ces dioilcs des parlios Po, Vb, Pc, etc., lellcs que Pa; 
PA=P6;PB=Pc: PC esc. la ligure abc au consour de laquelle ces pallies 
alioiitiroiit , ne dlfléreia qii’en grondeur de la figure dorwée ABC. 

Eu elTel , quelle que soit la diicclion suivant laquelle on lire du point P, 
nnc droite P.\^ao contour rVABC; Pa , partie de cette droite qui aliontii au 
■ contour d’aZic, avant avec elle le même rapport ijnc celui qui existe entre deux 
.. .droiies Pt, PB-, »W même diiectlon , lire’c», l’juie du point P au eonlourd’atc; 
• l’autre, du point P, au contour d'ABC; la figure abc s’cleml en tout sens pio- 
portioiiNellcnienl à la ligure ABC, et ebaqii.c point du contour de la première, 
■ , «OiTespoml an point du contour de la seconde, cpii se tiouxe avec lui sur une 

i lUêmO' droite tirée du point F,. ^ ^ , 

Ajoutons, que ce ne sont pas seulement les droites tirées du pp'at Pau con- 
tour d'atc, qui sont proportionnelles aux droites tirées du point Pau contour 
’d’ABC; mais qu’une droite tirée d’iia point à un point quelconcpie du contour 
d'abc, est proportiomiclle à la droite tirée de l’un à rttutie.dcs poinu corres- 
■ ' pondans d’ABC; que qiar excmplo, la droite tirée du point a- an point b dabc, 
’ a est proportionnelle à 1» droite tirée du point A eu-poioiB d’ABC; car les triangles 
' ' Vitb, PAB étant équiangles,' par un angle égal à un angle, et les côtes aplour de 

I ■ ’ eét' aiiglè péopértionneb ;Teurt bases aô, AB soiM proportionnelles à ces cAiés, 

' et il en est de même des bases des triangles Vbc, PBC Pet/jt PCD, etc. D’où 



il résulte, qitc qéels'quc .soient les dcuii points du conipur d’ABC, qni ternii 
ncnt'une<ligne‘'4lroke‘; 'deux points correspondans du contour d’nôc en tormi 
.'p;. >. Si'-’'' <■' \ J i: ; l s v. „ : . ! • . il 


I 


Digitized by Google 



4s> oÉoMKTniB £lémi'nt\ihe. 

n«nl lino, qui lui est parallèle, et qui a avec elle le rapport de P«;PA; de 
sorte qu'il n’y a entre ces figures de dtlTcreuce, qu’en graudenr, et que cette 
aliirèrcnce provient de celle qui existe entre les termes du rapport Pal PA , les- 
quels devenant égaux les deux figures coïncident. 

DiincaninatUilia et conséquence. On qualifie de Semblables deux figures 
«.‘’fiy. planes qtii ne diilërejit qu’eu grandeur. Leur Ressemblance ou Similitude résulte 
des operations par lesquelles l'une se forme de l’autre. Ces opérations suppo- 
sent un point qui ravonuc sur les contours de ces figures , de mauiéro que les 
rayons qui aboutissent au contour de la première, sont proportionnels aux ravons, 
de même direction, qui aljontissieut au contour de la seconde. Si donc l’on coii- 
“ vient de donner à ce point le nom de centre de description , et à ces rayons, 
le nom de Rayons de description ; puis à ceux de ces raj ons, qui ayant même 
direction d’une piut que de l’autre, sont proportionnels, le nom de Rayons 
corrélatifs de description y l’on parlera inlelligibleineiit quand on diia : 
qii’(7 est toujours possible de disposer deux figures semblables , sur un plan, 
autour de leur centre commun de description , ensorle que les rayons de 
description de la première, qui tombaient originairement sur les rayons 
coriélalifs de la seconde, tombent de rechef sur ces rajons. 

THÉORÈME XX YL 

Ce n’est pas seulement ti deux points du plan sur lequel deux figures sem- 
blables sont tracées, que s’applique la dénominaliori^ de centres de des- 
a *68. cripUon de ces figures; quelque point que l’on prenne sur ce plan , pour 
centre de description de la première, il y a toujours sur ce plan-même 
tel autre point, qui lui correspond en qualité de centre de description 
de la seconde. ^ ‘ 

Il I . 

8npposéeneiret(fig.5l),fpi’ABC,ofic, figures semblables, aient eu originai- 
rement , pour centres de descri[>liou cornélaufs , les poLits O, o , et qu’en consé- 
qttence, les rayons de descriiition OA, OB, OC, etc., soient proportionnels 
aux rayons de description oa ,ob ,oc,atc. ; jo dis qnesi, sur OB, qb,. deux de 
CCS rayons corrélatifs, prolongés s’il le faut au-delà dçspoants B,è ; l’on prend 
des longueurs OP, op, telles que OP:op=OB:t>è=PB;p6 j les points P,p, 
fonclionueroni comme centres de deaeription, tout aussibieB que les poinls O, o .* 
Car inclinant à volonté, d:ms ABC , le rayon OQ *ur le rayon OA; puis dans 
abc le rayon oq e«r le rayon aa, comme on vient d’inelinor OQ sur OA , et 
finissant jtar mener les droites PO,pç; les triangles OPQ, opq sont équiangles, 
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par nn angle O égal à iin angle o, ut las côtés OP, OQ, autour de l’an glcO, 
pruportiouuels aux eûtes op,otj, antoor de l^ihgle o. D’où U suil queTmigie 
fiPQ, est égal à Panglc bpq, et que OBZoÔ— PQt/ 19 , De sorte qu’une droite 
PQ, tirée du point P au contour d’ABC , avec une luclinaison aibitroiie sur 
OB, est à une droite pq, tirée du point p au contour d’oôc, avec même incli- 
naison sur ob, que PQ sur OB,conirae OD:ciô=.OA;on; q\ie par conscqiieul , 
les ligures ABC, nôc, sont autour des points P^/t, ce qu'elles sont autour des 
points 0 , 0 , et partant, qu’un point quelconqnc du plan sur lequel Afi(\ aôc 
sont tracées-, étant pris pour centre de description d’ABC, il s’en trouve tou-* 
jour» un autre, sur- ce plan même , qui est le oentre corrélatif de doscripllon 
d’aôc, • 

THÉORÈME XXVIR. 

Lorêqut deux figure» eont armbktbhs et que Fum esf recÜVgne ,. 1 '.'* F'autré 
l'est aussi : i.” Le nombre des côtés et des angles de l’une est le même 
que le nombre des côtés et des angles de Faulée ; 3.* ces figures sent équian- 
gles i 4.* enfui, leurs côtés sont proportionnels. 

La figure rectiligne ABCDE (fîg. 5a), étant supposée semblable à la Office abetfe, 
nous venons do voir que si d'uii de ses points O, Ton lire aux sommets de ses an- 
gles les droites OA,OB, OC, OD, OE, il a iiii point o-dans abede, duquel liraut- 
au contour de celte ligmc la droite oa , correspondante à OA , et inclinant sur 
elle les droites ob ,oc,od, ne , comme 0B,0C,0D,0£ le sont sur OA; il- 
s’ensuit que OA:GB;OC;OD:OE=oa';oi;oc;of/:oe. Tirant doue les droites 
ab ,bc ,cd ,dé , ea , les tnangics aob , boc , ood , dae eoa sont équianglos im- 
à-un aux trianglos AOB, B(.K', COD,DOE, EOA, par un angle o égal à no- 
angle O, elles côté» autour d’o, proportionnels aux côtés autour d’O; par con- 
séquent le rectiligne abede est semblable an rectiligne ABCDE, attendu que 
les droites tirées do sommet à la base d’un triangle , sont proporutiDnelles aux 
droites tirées du sommet à la base d'un triangle semblable , et que celle propor-r 
tionnalité est la meme que celle des côtés de ces triangles. 

Maintenant donc si le contour d’ abede, figure semblable par supposition 
à ABCDE, s’écarloit rpielquc part du contour rectiligne abede } si d'aenô, 
Usaivoil la trace amnb } la figure recliligae abede eesseroit iPétre semblable 
à ABCDE, vn que les droites of, og, OF , OG étant do grandeurs toiles 
que 0 f : OF = oa ; OA og \ OG oa : OA ; il seroh impossible que 
am : OF = oa : OA ; on ’ OG = 00 : OA. Le ceatour de la figure setn- 
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I>1.i1>)e à ABCDE , eoïiici.lc donc avec le eontonr recliKfjne ab cd e , et 
pariüat , i.* iiuc Ggure semlilalWe aune figiire rectiligne ABCDE, est rec- 
tiligne aussi liicii qti'cllo : 3.° le nomlire de ses câtcs cl de ses angles est le 
même que le nnnilire des et'iies et des angles d’ ABCDE : 3.* elle est êqùiaiigle 
à ABCDE ; 4.* entin , ses eûtes sout proportiottuels à celui d’ ABCDE. 

I 

TUÉORÈMEXXVIll. • 

n.* 70 . Deux figures rectilignes sont semblables , quand elles sont équiangles etqite 
. t ; , , leurs a)lt!s sont proportionnels. 

*• 

Supposé que les angles des figures rectilignes ABCDE, abede (fig. .^ 2 ), 
soient respectivement égaus , et que les ci'ue’s de l’une soient proportionnels 
•tlx côtés de l’atilre : D’uu |K>int O d’ABCDE , tirons d’abord aux sommets 
* de sesârigles, les droites OA , OB,OC, OD , OE ; ’intTinons ensuite survie 
'■ ■' côte' ne d’itbcde, les droites' 00 , eo, comme AO, EO le sout stiv'AÊ, cnsoric 
' que le triaiigln aoe soit tquiangle au triangle AOE. 

Cela fait, il s’ensuit immédiatement', que l’angle oah est e.,al à l’angle OA B, 
et que no * AO ^ ab : AB ; qtie par consr(|ueiil les triangles oah , OAB 
sont éqi'iianglcs , par un angle a égal à un angle A , et les côtés ao, ah . autour 
d’n , 'proportionnels au* côtés AO, AB, autour lEA. Mais de ce que les 
' 'triangles O né, OAE éloicnt éqtiiangfcs, il est résulté i|tte les triangles suivaiis 
'oah, OAB l’ctoicnt aussi; donc, de ce que ceux-ci sont éqniangles , il 
réstilte qu’il en est de même des stiivans obe , OilC ; et qu’ainsi snceessi- 
■ veinent , les triangles qui composent ahede , sont' respecltveiucni éqniangles 
aux triangles qui composent ABCDE; que par conséquent, les rayons qtti 
' paiteni du ])oiiit o, et aboutissent au contour d’n ôerfe , sont proportionnels 
aux rayons qui partent du point O, et abouvissent au contour d’ABCDE; et 
* * • ■ liiialciiicnt que ces figures sont semblables. 

' ‘ Conséquence. PuLs(|u’cn génér.nl , les figures rectilignes sont semblables , 
quand elles stjnt éqniangles et que leurs côtes sont propoiiioimels ; que l’on 
sait dVilleiirs, que les angles de deux triangles étant respectivement égaux, 
’ ' les côtés de ces tiiangle.s sont proportionnels; et que réciproquement, les 

'■ ' côtes étant proportionnels J ’les angles de deux triangles sont respeclKement 
* égaux; il s’ensuit, que la seule égalité respective des angles de deux triangles, 
" ' comme la seule proportionnalité de leurs côtés , sufiil d établir leur simi- 
- tiluds ou ressemblance, ‘ ‘ ' ' ' . . i« 

•’.i: f. i , ■ t à, t '* t . - . • î * si . • 
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THÉORÈME. XXIX. 

ha droite (jt/i divise en deux également , l'un quelconque des angles ^un 
7*. triangle, divise le côté opposé d Cet angle, en parties proportionnelles 
aux cèles adjacens. 

i * ■ . » ' 

Supposé (jiie BE partage T.-ingle ABC ( fig. 53 ) , en deux p.arliea égales 
ABL — EBC ; Si l’on incline CE sur CA, comme AB l’esl sur AC; les dioile» 
CE , AB sont parallolos n.“ a8, et il y a égalité entre les angles alternes ABE, 
•CEB; d’où il suit que les triangles BDA , EDC sont équi.'ingles ; que l’angle 
CED , égal à l’angle ABE , est égal aussi à l’angle EBC , et qu’ainsi les côtes 
BC , CE du triangle BCE sont égaux. Mais les côtés des triangles équiangles 
BDA , EDC sont proportionnels ; donc AB ; CE = DA ; DC ; donc en 
substituant- BC à CE , AB ; BC = DA ; DC, enurormément à l’énoncé du 
théorème proposé, 

, THÉORÈME XXX. . 

y3. he carré de la droite, qui partage en deux également l’angle opposé à la 
hase d'un triangle quelconque, et qui se termine d la hase de ce triangle 
même , est égal à texcis du produit des deux côtés du triangle, sur le 
produit des segmens de sa hase. 

Supposé tpte BE (fig. 6 t) , partage en deux également l’angle B du triangle 
ABC : Si l’on incline CE sur CA , de manière que l’angle DCE suit égal à 
l’angle ABD = DBC; 1." les triangles EDCj ABD sont éipûanglcs , par un 
angle C , égal è un angle B , et tin second angle D , égal à son oppose au 
sommet D. a." Les triangles CDE , BCE sont équiangles , par tui angle C , 
égal à un angle B , et un angle commun £ : 3.* Les triangles ADB , ECB , 
étant équiangles à un troisième EDC , sont équiangles entr'eiu. Or de la 
siiuUiludc des triangles ADB , ECB , il suit que ; BA — BC : BD ; d’où 
l’on tire BE X BD = BA X BC : De la similitude des triangles CDE , BDA , 
il suit que ED : AD =CD : BD ; D’où l’on lire ED X BD = AD X CD. 
Equation qui retranchée de la précédente, conduit à celte autre, BE X BD — 
ED X BD = BA X BC — AD X CD, laquelle se réduit à ( BE — ED) X 
BD = BD^ £= BA X BC — AD X CD , coufomiément à l’énoncé du théorème 
proposé. 
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Explication. On ne demantle pas cc qu’il faut entendre par le qvioiient d’tine 
]igne divisée pat' une autre , «n sait rpié c’est le nomltre de fois que la liji'ie 
dividende contient la ligne diviseur ; Mais on peut demander co qu’il faut 
entendre par le produit d’une ligne mnltipRee par une autre ; parce que pour 
s’en faire une idee , il faut que l’une au moins de ces lignes soit nuinéri- 
qiiement exprimée, ce qui suppose qu’on l'a comparée à une IroisièniC. Lors 
doue que plusieurs produits , soit de deux , soit de plus de deui lignes , 
entrent dans une éqnatiou , l'on écartera toute difficulté relative h l'idée qu'on 
doit s’en faire , en substituant à ces lignes, mentalement dn moins, las nombres 
qui exprimeroient leurs valeurs respeclives , quand on les auruil 'comparées 
à une mesure rommune. 

THÉORÈME XXXI.' 

Lorsque du sommet de l’angle droit d’un triangle rectangle , on (rôaissv 
une perpendiculaire sur son hypothénuse , t.® cette perpendiculaire par- 
tage le triangle en deux triangles partiels , équiangles au triangle total : 
S.* cette perpendiculaire est moyenrre proportionnelle entre les deux parta 
qu'elle fait de l'iiypothdnasc r'b." cluicun des deux côtés du triangle total est 
moyen proportionnel entre la partie de. l'hypotln nnse qui l’avoisine et 
V hypothénwse même : 4.® enfin, te carré de l’hypothénuse est égal a la 
somme des carrés des deux autres côtés du triangle. 

Soit ABC (fig. 55), im triangle rectangle en B , et BP perpendiculaire 
abaissée du sommet B de son angle droit sur sou livpotliéuusc AC : il est 
clair 1 .", que les triangles partiels APB, BI'C , sont otjiiianglcs an triangle 
total ABC j le premier APB, par un angle droit P, et ni> antre angle A, 
qui lui est commun avec ABC : lo second Bl’C , par un angle droit P , et im 
antre angle C, qui lui est commun avec ABC. a.' De la simiiundc des triangles 
APB , BPC , il suit que AP : PB = PB ; PC. 3.* De fa similitude des 
triangles APB, ABC , il suit que AP : AB = AB : AC ; et de la simllilude 
des triangles BPC, ABC, il suit que PC ; BC = BC AC : 4.* euGn, il résulte 
des proportions AP ; AB = AB : AC , PG BC BC ; AC , que AB’ = 
AC X AP, et que BC®'= AC X PC; que par coiiséqucnt , AB*-f- BC* = 
AC (AP-+- PC)=AC’, et partant, que le lUe'oréme proposé est démontré 
dans ses quatre parties. 
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THÉORÉMEXXXII. 

«.* 75 . lorsque de Varie oh de l’autre extrémité du côté opposé à Vangîe obtus 
d’un triangle obtusangle , on abaisse une perpendiculaire sur le prolon- 
gement d’un des deux autres côtés, le carré du côté opposé d l’angle obtus, 
est égal d la somme des carrés des deux autres côtés, plus le double produit 
du côté sur le prolongement duquel tombe la perpendiculaire , par la dis- 
tance du pied de celle-ci , au sommet de l'angle obtus. 

De reïlrèmlté B du cûle' AB (lig. 56 ) , opposé à l’anglfe obtus C du triangle 
. ABC, abaissant BP, perpendiculaire sur le prolongement d'AC , il se forme 
«leux triangles rectangles APB , CPB , desquels on lire AB' = BP* -f- AP”, 
CB’=CP'-I-BP*; puis par voie de soustraclioa, AB* — CB* = AP* — CP’, 

, (-qnation dans laquelle subsûtiiaiit à AP* sa valeur ( AC-I- CP)* = AC’ -I- aAC 
X CP ■+■ CP*, elle se cliangc en celle autre AB* — CB’ = AC’ -H ïAC X CP 
-f-CP’ — CP*, laquelle se réduit à AB’ = AC’ -f- CB’ -t- » AC X CP, comme 
■ ou s’éloit proposé de le demoutrer. 

THÉORÈME XXXIII. 

De l’une ou de Vautre extrémité d’un des côtés opposés d un angle aigu 
d’un triangle quelconque , abaisse t-on une perpendiculaire sur l’une des 
Jambes de cet angle, le carré du côté susdit , est égal d la somme des 
carrés des deux autres côtés , moins le double produit du côté sur lequel , 
on sur le prolongement duquel tombe la perpendiculaire , par la distemee 
du pied de celle-ci , au sommet de l’angle aigu susmentionné. 

Si de rextrémilé B du côté AB (fig. 67 ) , opposé à Pangle aign C, dn triangle 
ABC , l'on abaisse sur AC la perpendiculaire CP ; elle tombe entre les points 
‘ A , Ci lorsque Pangle A est aigu : elle tombe sor le point A , lorsque Psngle A 
est droit ( 6 g. 58) : elle tombe sur le prolongement de CA , lorsque Pangle A 
est obtus ( 6 g. 5g). Or dans le premier cas, le triangle rectangle ABP fournit 
l’équation AB’ = AP’ PB’ j le triangle rectangle BPC fournit l’équation 
BC’= BP* -H CP*, laquelle çeiraacbée de la précédeme laisse AB’ — BC’ 
^ AP’ — PC’. Mais AC’=(AP-+-PC)’ = AP*-f-aAP x PC-bPC’; donc 
AP’ = AC* — a AP x PC — PC’ Valeur qui substituée à AP*, dans l’équation 
AB’— BC’=AP’— PC’, Ucliangc en ccueautre, AB’ — BC’=AC’— aAP, 
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X PC— PC’ — PC='==AC’ — aAP x PC — aPC’.^AC’— aPC ( AP-+-PC) 
= AC’ — a AC X CP, de laquelle on lire A B’= AC’ -h BC’ — aAC X GP, 
de sorte que le théorème propose est dénioiitré , dans le preniier des trois cas 
qu’il présente. 

Dans son second cas (fig. 58 ), ce théorème csige que BA* = BC’ -H- AC’ 
— aAC X AC — BC’ — AC’. Equation jiistiitée p.ar sa conformllé avec l’cqua- 
tiou BC’ = B.A.’ -f- AC’ , qui dcrlt e immédiatement du triangle BAC , rectangle 
‘eu A dans ce cas même. 

Enfin, dans son troisième cas (fig. Sq), le théorème proposé exige que BA’ 
= BC* ■+■ AC’ — aAC x CP. Or le triangle BAC étant ohtnsanglc en A, il 
s’ensuit n." 76, que BC’= BA’ AC’-t- aAC X PA = B.A’ + AC’ -f- aAC 
(PC— AC) = BA’ — AC’-t- aACx PC; et de BC’ = BA’ — AC’-f- aAC 
X PC, il résulte que BA’ = BC’-|- AC* — aAC X CP, de sorte que le théo- 
rème est déinoutré dans tous ses cas. 

Conséquence. Par le n." 74 le carré du côté opposé à l’angle droit d’nn 
triangle rectangle , est égal à la somme des carrés des deux attues côtés : Par 
le n.° 7S le carré du côté opposé à l’angle ohtiis d’un triangle ohtnsanglc , 
surpasse la somme des carrés des deux autres côtés : Enfin par le n.“ 76 le 
carré d’un côté opposé à un anglp aigu d’un triangle quelconque , est plus 
petit qtie la somniinc des carrés des côtés autour de cet angle : par consé- 
quent l.” lors<|iie le carré d’un des côtés d’uir triangle, est égal à la somme 
des carrés des deux airtrcscôtés , le premier côté est opposé à un angle 
droit ; ear s’il étoit opposé à un angle aigu ou à un angle obtus , il y auroit 
défaut ou excès, là où l’on suppose égalité. 2." Lorsque le carré d'un des côtés 
d’im triangle , stirpa.sse la somme des carrés des deux autres côtés, le premier 
côté est opposé |i un angle obtus; car s’il éteit opposé à un angle droit ou 
aigu , il y auroit égalité ou défunt , là où l’on suppose excès. S." Eitfiu , lorsque 
le carré d’un des côtés d’un triangle, est plus fretit que la somme des carrés 
des deux autres côtés, le pspmicrcôté est opposé à un angle aigu; car s’il étoit 
oppose à un angle droit ou obtus , U y auroit égalité ou excès , là où l’on sup- 
pose défaut. I. . . • . ji é , I 
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SECTION IV. 

Circonstances de position des lignes circulaires , soit par rapport 
à des lignes droites, soit par rapport à d’autres lignes circu- 
laires , quand ces lignes sont tracées sur le même plan. Rela- 
tions de tels angles et arcs de cercle , que les premiers insistent 
sur les seconds , sans avoir cependant leur sommet au centre 
du cercle. Spécification des rapports qui ont lieu entre diverses 
lignes droites , qui partent de points donnés sur le plan d’un 
cercle et se terminent à sa circonférence. 


on se représente dem cercles , fa proporuennalite' des rayons de Tun 
aux rayons de l’autre, suggère d’abord l’idèe de leur ressemblance ; mais à' 
d’autres égards que celui de la ressemblance , les cercles offrent trois sujets 
de recherches phis ou moins difficiles r les premières, relatives au nombre de 
points dans lesquels la circonférence d’un cercle peut être ceupe'e par une 
ligne droite ou par la circonférence d’un autre cercle ; Ica secondes , rclativ es 
aux angles qui, sans avoir leurs sommets au centre d’un cercle , reposent pour- 
tant sur des arcs de ce cercle : les troisièmes enfin , relatives » certaines 
droites , qui partant de points donnés sur le plan d’un cercle se terminent à s» 
ûrconféreoce. Il y a bien encore un quatrième sujet de reclierches relatives 
au cercle , celui dn rapport de sa circonférence à son diamètre ; mais elles sont 
«n si grand nombre^ que nous en ferons le sujet d’une section particidière.- 

THÉORÉME XXXIV. 


Une droite n’a aucun point commun avec ta circonférence d’un cercle, quand 
sa distance du centre est plus grande que le rayon de ce cercle : elle en a uA 
seul, quand sa distance est égale au rayon : elle en a deux, mais pas 
davantage , quand sa distance est plus petite que le rayon. 

Soit ADB un cercle décrit, du centre C (fig. 60), et AB une ligne droite 
tracée sur le plan de ce cercle : Si CR , perpendiculaire abaissée du centre sur 
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cstie droite , est plus grande que le rayon , le point R , et k pl us forte raison 
tout autre point d’AB , sera hors du cercle ADB n.* So : Si la perpendiculaire 
CQ , abaisse'e du centre C sur AB, est c’gale au rayon; le seul point Q de 
da droite AB sera sur lu circonrc'i euce d’ADB: Si enfm la perpendiculaire CP, 
est plus courte que le rayon; il sera possilile de mener du ceiilie C , à la ligt:e 
‘ AB, deux obliques égales au rayon, mais pas davantage , et AB «'aura que 
deux points communs avec la circonférence d’ADB. t 

Dèjînitions. Les droites qui n’ont qu’un point commun avec la circonférence 
d’un cercle, sont dites la toucher, et se .nomment Tangenies j les droites qui 
en ont deux, sont dites la couper., et se iioniuieut Sécantes. 

79 - Consétjuence. La tangente est perpendiculaire au rayon qui aboutit à son 
point de contact /.car si elle lui étoit.obliquo , sa distance du centre seroit plus 
petite que le ravon , -elle auroil par conséquent deux points cummims avec la 
circonférence; ce seroit une sécante et non une tangente. Bécipioquemcnt, 
la perpendiculaire ù l’extrémité d’un rayon jsst une tangente attendu que 
su distance du centre est égale au rayon. 

Pernarqite. La détermination de la droite la plus courte , et du nombre de 
droites e'gales, qu’on petit mener d’un point hors d’une droite à cette droite, 
nous ayant mis à même de spëciGcr les differentes circonstances de po.sition., 
dans lesquelles une ligne droite et une circonférence de cercle peuvent se 
trouver; il est à présumer, .que la proposition suivante nous mettra à' même 
de spécifier les diffcrciitcs circonstances de position dans lestpicUcs deux cir- 
confciences de cercle peuvent se trouver. 

THÉORÈME XXXV. 

t)’un point qui p*est pas le centre d’un eerc'cj on peut mener une infinité 
de droites d sa circonférence , et i,'* la plus tangue est celle qui passe par 
le centre : 2 .' ta plus courte est celle qui prolongée passerait par le centre : 
3.’ les moyennes sont d’autant plus grandes qu’elles retranchent ou de 
plus petits arcs depuis l’extrémité de la plus longue , ou de plus grands 
^ c gp • arcs, depuis l’extrémité de la plus courte : ces .moyennes passent par 

tous les degrés de grandeur depuis celui de la ligne la plus courte a celui de 
la ligne la plus longue : 5.* enfn, ces moyennes sont, toutes égales deux d 
deux, mais jamais en plus grand nombre. 

Cette proposition onVe trois cas différens : le point P ( fig. 6i ) , duquel on 
«ujiposc les droites menées k la circonférence d’un cercle FRE , pouvant se 
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trouver en dcliors on en dêilans de celle drconfcience ou sur celle cii confé- 
rence raêtnc. Cependant, comme pour chacun de ces cas, la dénionsirntion est la 
meme, à une dilférence près, qn’on fera rcmaripicr; on les traitera tons ensem- 
hle; rapportant à la fois et indistiHCtemenl cc que l’un dira, aux trois Cgincs 
qui les concernent respectivement. 

Prcinicreinenl donc, la droite PR, qui passe par le centre C, est pliis 
gr.iude que tonte autre PE, vu qu’elle est égale aux deux côtés PG, CE du 
triangle PCB, lesquels sont pliis gramis que le troisième PE. 

Secondement PQ, qui prolongée passeroil par le centre C , est plus conrle 
que toute autre PS-( t," cas), vu que les côtés PS, SC du triangle PSC, étant 
plus grands que le troisième PC ; si de part et d’autre on retranche un rayon , 
le reste PS est plus grand que le reste PQ ; par rapport au second cas , il est 
oerlain aussi que PS est plus grand que PQ , vu que les côtés CP, PS du 
triaugle CPS, étant plus giands que le troLacme CS=aCQ ~CP -+- PQ; si de 
cliaquc memltre de l’inégalité CP -J- PS ^ CS , on CP PS > CP -f- PQ , l’on 

retranche CP, .il reste PS]>.PQ,. 

Troisièmement-, si l’on prend en considération doux droites PE, PD, moyen- 
nes entre PR, la plus longue , et PQ, la plus courte des droites qu’on puisse 
mener du point P à la circonférence PRE; l’on verra que la plus longue est 
celle E£, qui. retranche un-plus petit arc depuis rextrérailé de PR, attendu 
que les triangles FCE, PCD ayant deux côtés respectivement égaux; celui qui 
entre ces côtés renferme le plus grand angle, a necessairoment 1» plus grande 
hase. 

Quatrièmement , ces moyennes passent par tons les degrés dè' grandeur 
depuis PQ jusqu’à PR : car puistjuc d’une part , on peut faire l’arc DE aussi 
petit que l’on vont, et par cela même , rétliiire sa corde nu-dessons de tonte 
grandeur donnée KL ; et que d’autre part , la somme des côtés PD , DE du 
triangle PDE , surpasse le troisième PE, d’une quantité moindre que DE, et 
à plus forte- raison , moindre que KL j la dilférence d’une moyenne à la- 
moyenne qui la suit, est plus petite qu’aucune grandeur donnée; ci n’admet 
]>ar conséquent de l’une à l’atilre , aucune grandeur intermédiaire; de sorte 
(|u’cirectivemeut , ces moyennes passent par tous les degrés de longueur, deptns- 
PQ à PR. 

Cinqiiicmement enfin, ces moyennes sont toujours égales deux à détrr, mass- 
jamais en plus grand nombre ; attendu (juc lorsque l’angle PCF est égal à l’angk 
PCE , les triangles PCF, PCE peuvent convenir , par un angle ég^ à. un angle 
et les côtés autour de cet angle respectivement égaux , que par conséquent 
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leurs bases PF, PE sont égales; an lieu que du niomcnl que l'un de ces angles 
surpasse l’autre , la base du premier surpasse la base du second ; tl’où il suit 
finalement , qu’il y a toujours égalité entre deux moyennes , mais jamais entre 
un plus grand nombre. 

■.* 8i. Conséquence. Dans tous les cas de la proposition précédente, la plus longue 
des droites qti’on puisse mener à la circonférence d’un cercle depuis un point 
P (fig. 61 ) qui n'en est pas le centre , est PR, somme de PC, distance de ce 
point au centre C, et do CR, rayon du cercle. Par rapport à PQ , la plus 
courte de ces droites, elle est égale , dans le premier cas, à l’eaeès de PC, 
distance du point P au centre , sur CQ rayon du cercle ; elle est égale dans le 
second cas , à l’excès du rayon CQ sur la distance PC; enfin, dans le troisicma 
eas , elle est nulle , et par conséquent égale encore è la dilTérence du rayon 
CP à la distance PC. De sorte qu’en général , Ui plu» longue des droites 
qu’on puisse mener à la circonférence d’un cercle , depuis un point qui n’en 
est pas le centre, est égale à la somme de la distance de ce point nu centre 
et du rayon y la plus courte, est égale à la différence , entre cette distance 
et le rayon. 

B* gj. Conséquence a. Dans le troisième cas du théorème précédent ( fig. fia), le 
point duquel on mène des droites à la circonférence , étant sur la circonférence 
môme; toutes ces droites sont des cordes, qui vont en croissant, depuis une 
longueur nulle jusqu’à celle du diamètre. Or il est à remarquer, qu’à mesure 
que ces cordes croissent, leur distance du centre diminue; que par exemple, 
la corde AB , qui est pluslongue que la corde AH, est plus près qu’elle du centre 
' C : car abaissant CS , |>erpeodieu]airc sur AB, et CT , perpendiculaire sur AH, la 
partie CV de CT est plus grande que CS n.° 47 ; d’où il suit , à plus forte 
raison , que CT toute entière est plus grande que CS. 
n.*83. Conséquence 3. Ce qui est vrai des cordes qm parlent d’un même point, est 
vrai de toutes les cordes; les plus grandes sent le plus près du centre. De 
plus, celles (pii sont égales, sont également loin alu centre. Car premièrement, 
la corde DE (fig. 63} étant supposée égale à la corde FG; les triangles CDE, 
CFG peuvent ccxnveuir , par i’ég.-ilité respective de leurs trois côtés. D’où il suit 
que CP, jierpendiculairc sur DE , est égale à CQ, perpendiculaire sur FG. 

Secondement , supposé que la corde KL soit plus petite (pic la corde AB; 
Fon peut tirer à un point II de l'arc AHB , luic corde AH égale à KL, 
attendu que les cordes tirées du |>oint A aux points suivass d’AHB , oroissent 
.continûment depuis ziiro de longueur jusrpi’à AB. Mais les cordes AU, KL 
sont également distantes du centre; et AU en est plus distante (|u’AB ; donc 
JÜj eu est aussi plus distante qu’AB; donc eu général^ deux cordes égales 
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êont d égales distances du centre, et la plus grande de deux cordes inégales, 
est à une moindre distance du centre que la plus petite. 

• * Observation i. Apris avoir considéré les cordes dans le cercle ealier, par 

rap|K>rt à lenrs distancci du centre ; si nous les considérons dans le demi- 
cercle seulement, par rapport aux arcs qu’elles y souteudeut, nous verrons, 
que les cordes égales y soutendent des arcs égaux , et que , de deux cordes 
inégales, la plus grande y soutend un plus grand arc que la plus petite; 
car preniicrement , supposé que la corde FG soit égale à la corde DE (fig. 6a ), 
les triangles CFG, CDE peuvent convenir, par iro’is côtés nespeetivement 
égaux; d’où il soit que leurs angles au centre sotM égaux, et partant, que ces 
angles mêmes insistent sur des arcs égaux. Secondement, si la corde KL c.st 
plus grande que la corde DE , le triangle isosccle CKL ayant une base plus 
grande , reniènue entre ses côtés un plus grand angle que le triangle isosccle 
Ct)E ; par conséquent l’arc KL est plus grand que l’.irc DE. 

Réciproquement , les arcs d’un demi cercle qui sont égaux , ont des 
cordes égales , et lorsque deux arcs (Vun demi cercle sont inégaux , le plus 
grand a une plus grande corde que le plus petit ; car si l’are FG est ég.il 
à l’arc DE ; les triangles CFG , CDE peuvent convenir , par un angle C égal à 
un angle C, et les côtés autour de cet angle rcs|)ecli\emcnt égaux ; d’où il suit 
<pie leurs bases FG, DE sont égales. Si au contraire l’arc KL est plus grand 
que l’arc DE , l'angle C du triangle CKL étant plus grand que l’angle C du 
triangle CDE, il s’ensuit que KL base de CKL, est plus grande que DE base 
de CDE n.* 5 *. 

Observation a. La perpendiculaire au milieu et une corde, réunit cinq 
conditions, et il suffit qu’elle en réunisse deux, pour les réunir toutes : or 
B ® 65. conditions sont i .* d’étre perp.mdiculaire sur tuie corde : a.” de passer par 
le milieu de cette corde : 3.* de passer par le centre du cercle : 4.' de passer 
par le milieu du grand are : 5.° enfin , de passer par le milieu du petit arc. 

En «(Tel , la perpendiculaire CP , sur le milieu P de la corde AB ( Dg. 63), 
réunit déjà deux de ces conditions ; et quant à la troisième , de passer par le 
centre C, CP la réunit aussi ; attendu que la perfiendiculoire sur le milieu d’ime 
droite fùile , passant par tous les points à égale distance des extrémités de celte 
droite, passe ainsi par le centre, qui est toujours équidistant des extreaiité-s 
d’une corde. Qu-uu enfin aux quatrième et cinquième conditions ; les triangles 
CPA, CPB pouvant convenir, par l’égalité res{)eclive de leurs trois côtés; Icura 
> angles ACP, BCP sont égaux, comme ausû leurs uigles de suite AC?f, BCN; 
par conséquent, les arcs AM, BM d’une port, et les arcs AN, BN d’autre part; 
sont égaux n.* «4 , et parunt , la perpendiculaire CP vc'uRti eocoi-e ces qua- 
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. ' uiumeel cinqQième condilions. \lais sufTit'il qii’cllc en réunisse deux (ptelcouque4 
pour qireUe les réunUse tontesj c’csl ce qui lesle à examiner.- 
^Or qualrc de ces conditions la faisant passer parinn point donné; deuK 
quelconques de ces quatre suffisent à la faire coüicider avec celle qui les réunit 
toutes i).“ 3. , Quant k la condition, d’être perpendiculaire sur une corde; la 
droite qui y réunit celle de passer par un point donné , coïncide aussi avec la 
droite qni les réunit toutes , vu tpie d’un point donné sur une droite , on ne 
peut lui élever qu’une perpendiculaire, et que d’un. point doiuié hors d’une 
droite , on ne peut lui abaisser qu’une perpendiculaire. Donc filialement , la 
droite qui réunit deux quelconques dos cinq conditions spécifiées les réuuh 
toutes. 

Ici SC terminent les observations et les conscquences auxqticlles nous avons 
été acheminés par le lliéorénie XXXV. 11 s’agit à présent de faire servir ce 
théorème et sa seconde conséquence , à distinguer les dilTcronles positions dans 
lesquelles deux cercles tracés sur le même plan peuvent se trouver. 

THÉORÈME XXXVI. 

jg Deux circonférences de cercle , tracées sur le même plan , n’ont aucun point 
■ commun, ou en ont un, ou en ont deux , mais jamais plus de deux. 

La distance des centres de deux cercles tracés su r le même plan , peut être 
ou plus grande que la somme des rayons de ces cercles , ou égale à cette 
^omme, ou enfin plus petite que cette somme même. Or supposé premièrement 
( fi". 6^) que KL , distance des cciurcs K , L des cercles ABC, DEF, soit plus 
grande que KC-4-LD somme de leurs r.ayons; si de part et d'autre de l’iné- 
galité KL > KC.-t- LD, l'on retranche LD ; il restera KL — LD ^ KC. Mais la 
plus courte des droites qu’on puisse mener du point K à la circonférence 
DF.F , est égale à KL — LD n.* 8l ; donc clic est plus grande que KC rajoo 
du cercle ABC; donc tous les points du cercle DEF sont an-delà des ravons 
d’ABC; Jonc il n’y a aucun point commun entre les circonférences ABC, DEF. 

Supposé en second lieu (lig. 63)que KL, distance des centres K,L^dcs 
cercles ABC, DEF, soit égale àKC-+-LD, somme des rayons de ces cercles; 
jl s’ensuivra que KL — LD = KC. Conséquence qui rapprochée de ce que la 
{.lus courte des droites qu’on puisse mener du {>oiiit K à la circonférence DEF 
est égale à KL — LD n.* ëi , démontre que le point C est le Mul qui soit 
commun .vux clrconféi-ences ABC, DEF. • . . . 

Suppose en troisième lieu que KL (Og. G6, G7,CB), distance des centres 
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K , L des cercles ABC , DEF , soû plas petite que la somme des rayons de ces 
cercles; ce troisième cas, caractérise par K.L KC +LD, se siibdnise en 
ti-ois autres, savoir, celui où K.L est plus grande que KC — LU; celui où KL 
.est égale à KC — LD; et euOn celui oii KL, est plus petite que KC— rLD, 
diiréreuce des rayoi» des cercles ABC, DEF. 

Far rapport au premier cas de cette sul>di\isioo (Gg.66), cas dans lequel 
KL<^KC-4-LD d’uue part, et KL;>KC — LD d’autre part; nous savons 
x]iic KF, la )Jusiaugue des droites qu’on puisse mener du point K. ù la circon- 
Jéreucc DEF , est égale à KL-l-LD, taudis que KD la plus courte de ces 
droites, est égale à KL — LD n.” 8l. Or comparant KF = KL + LD, à 
KL^KC — LD ou à KC <^KL-t-LD , nous voyons que KF est plus grande 
que le rayon KC : comparant ensuite KDcsKL — LD, à KL<CKC+I'>D 
ou à KC KL — LD , nous voyons que le rayon KC est plus grand que KD; 
qu’ainsi ce rayon est moyen entre KF «t KD, c’est-à-dire, entre la plus 
longue et la plus courte des droites qn’ou puisse mener dn point K à la cii^ 
conférence DEF; que par conséquent, un peut mener du points K ^ celle 
circoufércucc deux droites KG , KEl , égales au rayon KC; et parlant, que les 
circonférences ABC , DEF ont deux points communs , mais pas davantage. 

Quant au second cas de la subdivision pre'cédenlc ( fig. 67 ) , cas dans lequel 
KL = KC — LD , ou KC = KL -P LD : Li jilus longue KF des di-oites à mener 
du point K à la circonférence DEF, étant égale à KL-f-LD; il s’ensuit que 
KF = KC; qu’ainsi, excepté le point C, tous les points de lu cii'cooférence 
DEF sont en dedans de la circonférence ABC ; qu’il est le seul qni soit sur 
cette circonférence , et partant , que ces circooi'ërences n’ont qu’un point 
commun. * ^ 

Enfin par rapport au troisième et dernier cas du la subdivisma susmentionnée 
^fig. 68), cas dans lequel KL<C KC — LD eu KC )> KL -P LD : la jilus longue 
KF des droites qii’ou puisse mener du point K à la circonférence DEF , étant 
égale à KL -p LD, est plus jietite que le rayon KC ; par conséquent, tons les 
, points de la circonférence DEF , sont eti^dedons de la cireonférence ABC , et 
partant, ces circonférences n'unt aucun point commun., . 

^ Remaria*. Comme deux cercles se toiicheui, quand ils n’ont qu’un point 

«.*87. commun, et qu’ib se coupent, <|uand ils eu ont deux ;,lctliéoicme précédent est 
> su&ceptiblc d’un énoncé plus instructif que le premier, savoir, que deux cir- 
ionférence* ^de cercle., tracées *ur le même plan, ne se louchent ni ne te 
coupenl , quand la ■ditiance de leurt peniret est plut grande que la tomme 
_ .0“ plut petite que lA différence de leurt rayons / qu'elles se touchent yxtè- 
^ ^ rieurem^t,.qucuid la ditiaupe^d» leurs ^epptfe^ est. ^gale à Iff totnme, inlé- 
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risurement quand la distance de leurs centres est égale « la différence de 
leurs rayons : qu’ enfin elles se coupent , quand la distance de leurs centres 
est moyenne entre la somme et la différence de leurs rayons, 

S8, Conséquence. Quand deux cercles se touchent , leur point de contact est 
sur la droite qui joint leurs centres ; car la pins cotirte comme la plus longue 
des dioiles qu'on penl mener du centre de l’un de ces cercles •à la circonfé- 
rence de l’autre, e'tant couchée sur la droite qui passe par letirs centres; si leur 
point de contact étoit hors de cette droite , celle qu'on meneroit à ce point 
depuis le centre de l’un, serok une des moyennes entre la phis courte et la 
plus longue des droites A mener de ce centre même à la circonférence de 
l’uutrc cercle ; d’ott il snivroil qn’elic aitroit son égale; que par conséquent les 
cercles en question ne se toucheroient pas , mais se couperoient; qu’ainâ il est 
prouvé , que le point de contact de deux cercles qui se toushent est sur la 
droite qui joint leurs centres. 

A la suite du sujet qui vient de nons occuper, se présente celui où il s’agit 
de déterminer la valeur des angles qui n’ont pas leur sommet au centre du 
cercle , par les arcs sur lesquels ils insistent. Ces angles sont de trois genres : 
ceux du premier ont leur sommet sur la eirconféi-encc ; ceux du second l’ont • 
en dedans de la circonférence, ceux du troisième l’ont en dehors. 

Pour faire Fénumération des espèces renfermées dans le premier genre , soit 
TV , tangente au point M du cercle ABL ( Gg. 69 ) : si de ce poml on tire une 
corde MA, elle partage le cercle en deux segmens AKM, ALM, et fait avec 
la tangente deux angles AMT, AMV, le premier desquels renferme entre scs 
jambes l’are du segment AKM, tandis que le second renferme entre les siennes 
l’arc du segment ALM. C’est de pareils angles qu’est composée la première 
espèce dn genre de ceux qui ont leur sommet à la circonfcreDcc , et on leur 
donne le nom à’Angles du segment. Si du point M , on dre ensuite une seconde 
corde MB, elle fait aifssi avec la tangente TV, deux angles de même espèce que 
les prccédens , savoir, BMT angle du segment BKM, cl BMV angle dusegmen^ 
fiLM ; mms les deux cordes MA , MB forment l’une avec l’antre un angle d’es- 
pèce différente , laquelle est composée de ceux dont les jambes sont des cordes; 
ces angles portent le nom Angles à la circonférence , et diffèrent de ceux 
qui ont leur sommet à la circonférence, comme l’espèce diflère du genre. * 

Remartponsà présent, qu’entre les jambes d’AMT, angle du segment AKM ^ 
il est impossible de tirer une droite, qui ne partage pas en deux, et cet angle, 
et l’arc compris entre ses jambes; que de même, il est impossible de drer 
entre les jambes d’AMB, angle a la circonférence, une droite qui ne 'partage 
pas en deux, et ect angle et l’arc compris entre ses jambes. C'est à cètle cir- 
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constance qu’esl allactiée la qualification à' Arc cnmprin entre les jambes dturr 
ansfle ayant son sommet à la circonférence : car un angle auroît son sommet 
à la circonférence et întercepleroil nn arc entre ses jamhes, tju’tte ne iKioil pas 
que cet arc fût compris entre ces jambes mêmes, s’il éloil possible qu'une 
(boite partageât l’angle, sans partager l’arc intercepte'^ 

Il suit (le cette oitsértation, que le but qu’on se propose, quand on 
considère les angles par lapport atnt ares contenus èntre leurs 'Joiidte^, claut 
de les de'terminer par ces arcs; tous les angles qiii pctiveiU Alto’ partiges par 
une droite, sans que Ttn-c contenu 'le soit aussi, sont- pur-la- nièime’ cxclqs ' 
du nombre de ceii», (pt’il y a lieu tfe prendre en considèrtriion. C’ost pourquoi 
sont exclus de ce nombre ; l.“ tons- ceux qui sont formés pal>> 4 H tangente T\ , 
et irae droite quelcoiwpic MG-, tirée du- point de contact M, sers le cote op- 
posé à- celui où la tangente même laisse tout le cercle ,. attendu qu'ils pe ren 
ferment point d’arc entre letirs jambes r 3 ;' Wiis- ceux qui sont formes par. 
MG et par une corde MB, >u que l’angle BMG , formé par ces- deux ;droilcs, 
est bien- partage' en- deux par ht droite' Mld, mais que' l’ârc BLM ne l'est pas 
fl ne reste donc k prendre en- considération, que deux espèces d’angles ayant 
leur sommet à la circonférence, savoir, les angles du segment, ibrnie's par 
une corde et une tangente; et les angles à la oirconféreuoe, formés par 
deux cordes. - > 

Définition, Lorsept’on-tire la corde AC d» Farc' sur leqircti insiste ABC, 
angle à la eirConféreiice (fig. 70), cet an^ese trouve dans le segment ABC, 
et ajoute k son nom d'angle à la oirconférence , celui d’ant;le dans le sef;- 
menlj de sorte que l-'angle dans le segmonr insiste sur l’arc du segment ullcrur. 

TnÉORÉME xxxvir. 

n» 8g. L'Angle du segment est égala l’angle au centre ^ qui insiste sur lu moitié 

' ’ dè l’arc du segment.- 

Soit BAT, angle du segment BDA (fig.- 71) : Si l’on tire le rayon CA, au 
point de contact A, et tpt’on abaisse CP, perpendiculaire sur BA ; celte per- 

• . ■ pendiculaire passera par le milieu D de l’arc BDA d.° 85 , et l'angle- CAT se; a 

droit 0.“ 79. Mais le ti'iangle CPA ,, est rectangle en P; donc la somme de 

• ses deux autres angles PCA, PAC, est e'gafo à un angb droit C,VT=PAC-1- 
PAT; doue PAT=PCA; donc l’angle du segment est égal à l’angle au 
centre qui insiste sur la moitié de farc du segmenté 
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THÉORÈME XXXVIII. 

L’angle d la circonférence ineUte eur un arc double de celui sur lequel 
il insisterait, s’il était placé au centre. 

Soii ABC un angle h la circonférence (fig. 70); si par le sommet B de cet 
angle on fait passer la tangente TV, les trois angles VBA, ABC, CBT, d’une 
pan de cette tangente vaudront deui angles droits, et parconséqueiit insis- 
teroient sur la moitié de la circonférence, s’ils étoieut placés au centre. M.-ûs 
ABV , angle du segment ALB, est égal à un ongle au centre, qui insisteroit 
sur la moitié de l’arc ALB : CBT, angle du segment BKC, est égal à un 
ongle au contre , qui insisteroit sur la moitié de l’aic BKC; donc l’angle ABC, 
placé au centre, insisteroit sur la moitié de l’arc .VDC; doiu: l’angle à la cir- 
conférence iusiste snr un arc double de celui sur lequel il insisteroit, s’il étoit 
plucé au centre. 

Remarque et conséquence. Quand on dit d’un angle placé au centre, rpi’il 
a pour mesure l’arc sur lequel il insiste , on entend par là , que cet angle 
contient autant de degrés , minutes , secondes angulaires etc. que cet arc , 
contient de degrés , minutes secondes circulaires. C’est aussi dans le 
même sens qu’on dit de l’angle du segment qu’il a pour mesure la moitié de 
l’urc du segment; de l^angle à la circonférence , qu’il a jiuur mesure la moitié 
de l’arc sur lequel il insiste ; et de l’angle dans le segment, qu’il a pour mesure 
la moitié de l’arc du segment alterne. Or il suit de cette dernière observation 
<pie l’angle dans le demi cercle est droit, puisqu’il a pour mesure la moitié 
de la demi-circonférence ; que l’angle dans un segment plus grand que te 
demi-cercle est aigu, puisrp’il a pour mesure la moitié d’un arc plus petit 
que la demi- circonférence ; et qu’enfin, l’angle dans un segment plus petit 
que le demi-cercle est obtus, puisqu^ a pour mesure un arc plus grand que 
la moitié de la deaii-cnconférence. 

■ ' THÉORÈME XXXIX. ' 

L’Angle qui a son sommet en dedans' de la circonférence , est a toute la 
quantité angulaire autour du centre, comme la demi-somme de l’arc 
sur lequel il insiste et de l’arc sur lequel insiste son opposé au sommet, 
est à toute la circonférence. 

V 

Soit B.\C (fig. 7a), un angle ayant son sommet en-dedans de la circon- 
férence: si après avoir prolongé ses jambes, afin qu’elles forment DA£, son 
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opposë an sommet, on tire la coide DB; l'angle à la circonfJrenre BDC , 

elaiit égal à l’angle au centre, qui insûteroit sur la moitié de l’arc BC ; et 

l’angle k la circonférence DBE, étant égal à l’angle au centre, qui insisteroit 
la moitié de l’arc DE; la somme de ces angles, placée au centre, insLsteroit 
sur la moitié des arcs BC, DE. Mais l’angle BAC es! égal ir la somme de ces 
angles n.* 3a; donc BAC placé au centre insisteroit sur la deini-somme des 

arcs BC, DE; donc cet angle est à toute la quantité angulaire autour du 

centie, comme la demi-somme de l’arc snr lequel il insiste, cl de l’arc sur 
letpiel insiste son opposé au sommet,' est i toute la circonférence. 

Remarque. Si le sommet A, de. l’angle BAC, ttenoit à se poser snr le centre 
du cercle; le théorème précédent devroit se trouver d’accord avec celui qui 
donne la valeur des angles au centre par celle des ares sur lesquels ils in- 
sisteut, et c’est en efl'et ce qui arrive : car lorsque l'angle BAC est au centre, 
son opposé au sommet DAE, est aussi au centre; d’où il suit que les arcs 
BC, DE sont, égaux, et que leur demi-somme est égale ù l’un des deux. 

T H É O R É M e' X L. 

t/ angle qui a son sommet hors du, cercle, est à toute la quantité angu- 
’ taire autour du centre , comme la demi -différence des arcs sur lesquels 

il insiste est à toute la circonférence, ' ' 

11 y a trois cas à distinguer dans ce théorème (Cg. 70 ). Le premier SAZ, 
dans lequel les deux jambes de l’angle sont des sécantes : le second SAN , 
•laiis lequel l’une des jambes de l'angle est une sécante, et l’autre une tan- 
gente ; le uoisicme enfin TAN) dans lequel, les deux jambes de l’angle sont 
des tangentes. 

Dans le premier cas, si l’on tire la droite BZ, Pangle SBZ^, extérieur du 
triaugle BAZ, est égal à BAZ-+-BZA; par conséquent BAZ=SBZ — BZA. 
Mais SBZ placé au centre insisteroit sur la moitié de l’arc SZ ; BZA placé au 
centre insisteroit sur la moitié de l’arc BE; donc BAZ placé au çcutre in- 
sisteron sur la demi-diiTéi ence des arcs SZ, BE. , , 

Dans le second cas, celui où l’angle SAN est formé par une sécante et 
une tangeute; si l’on tire BN, l’angle SBN , extérieur du triangle B.AN , est 
égal à BAN-t-BNA ; par conséquent DAN=SBN — BNA. Mais SBN est égal 
• t à l'angle au centre , qui insisteroit snr la moitié de l’art; Si^Nj 

à l’angle, au centre , qui insisteroit sur la moitié de l’arc BEN ; donc l’angle 
"BAN placé au fonVe insisteroit spt ^ demi-dilTéronce des ares SZN,iBEN- 


Digitized by Google 


6o 


GKOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 

Enfin dansée troisi«tne cas, celui où l’aiif'le TAN est fomuS par deux tan- 
gentes ; que d’un poiut de conlacl à l’antre, on tire la corde T N; l’angle 
TiVG, extérieur du triangle TAN, sera égal à NTA-f-TAN; par coiisé(|nenC 
TA\=TISG— NTA, ^ais TNG placé au centre, insisleroit sur la moitié 
de l’ate TSN ; NTA place' au centre, insistcroii sur la moitié de l’arc TBN ; 
doue TAN placé au centre, iusûteroil sur la moitié de la dilTérence des arcs 
TSN, TBN. Donc dans ce cas, comme dans les deux eas précédeus , l’angle 
qui U son sommet hors du cercle, et qui renferme entre ses jambes deux arcs 
de cercle , est égal à l’angle au centre , qui iosisteroil sur la demi-difiereuce 
des ares compris entre ses jambes. 

Passons au troisième sujet de reclierclies que le cercle notis a présenté; 
je ceux dire, les rapporta qui existent, soit entre les parties des cordes qui 
se coupent dans un œrcle, soit entre certaines parties de sécantes et de tan- 
geulcs, rpii parteot de points donnés sur le plan d’un cercle. 

THÉORÈME XLI. 

*.• yi. Deux cordes qui se coupent dans un cercle , se coupent en parties récipro- 
quement proportionnelles. 

Soient AB , CD|( lig. 74), deux cordes qui se coupent dans le cercle CAD : 
si l'on lire les droites C.A , DB, l’on a deux triangles AEC, DEB, équiangles 
cnlr’eux, vu que les angles C, A.d’AEC, comme les angles B, D, de DEB, 
sont .i la circonférence, et que les premiers insistent respectivement sur les 
mêmes arcs que les seconds. Mais les cAtés correspoiidans des triangles 
ér{iiiangle.s sont proportionnels; donc AE:EC=ED;FiB ; donc les cordes qui 
se coupent dans un cercle, se coupent en parties réciproquement proportion- 
nelles. - r 

Conséquence. Un cas particulier de cc'lliéorèrae (fig. 76), e.st celui dans 
r.“ 95. lerpie) AB, l’une des cordcs'qui se coupent, est un diamètre , tandis qtie 
l’autre corde CD est perpendiculaire sur ce diamètre. Dans ce cas, CD est 
coupée en deux égalemertl par AB n.° 85 , et sa moitié CE est meyennt pro- 
pO!iiouneile entre AE et EB. Or CD n’élanl jamais si grande , que lorsqu’elle 
pas.'e par le 'centre O, n.* 8a; j.'ima'is non plus sou carré n’est si grand qu’alors; 
d'dfi il résulte que de tous les produits protmt.vus de la nmlliplication 
des parties du dmmètre coupé en deux, le plus grand est celui AOxOB, 
qui a lieu, quand cos parties sont égales; C(ue pai conséquent, la réponse à 
la qo'esüon de nombre , Comment faut-U partager en deux, w^e quantité ^ 
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pour çur l* produit de ses partie» toit le plus grand paisible? 
est, qii’U faut la partager eu deux également. 

Remarque et dénomination». Nous ne clierclilons point cette réponse , quand 
la manière dont deux cordes se eoupenl dans un cercle , nous l’a donnée : 
si nous l’avions cherchée, nous aurions dit : la (pianûtc à partager, peut se 
représenter par an , et de quelque manière qu’on la partage en deux , ses 
parties sont /J+.T, n — i. Or leur produit nn — xx n’est jamais si grand que 
lorsque x=o; donc c’est quand une quantité est partagée en deux également 
que le produit de ses parties est le plus grand possible. 

Les démonstrations qui résultent de reclierches indirectes, comme celle que 
l’intersection de deux cordes de cercle nous a procurée , sont celles que les 
logiciens qiialifieut de démonstration» ti posteriori , par opposition à celles 
qu’ils qimliüent de démonstrations à priori, lesquelles se tirent direclemcut 
des douuées de la question à laquelle elles se rapportent ; celle que nous avons 
proposée en second lieu , relativement au |ilu8 grand produit des parties d’une 
sjuantilé Un , partagée en deux , est une démonstration d priori. 

THÉORÈME XLII. 

«.*96. he» sécante» qui partent du même point, sont en raison inverse de leur» 

parties extérieures. 

Soient SB, SD (fig, 76) , deux sécantes menées du même point S; à la cir- 
conférence du cercle CAB : si l’on tire les cordes AD, CB, il sc forme deux 
triangles SBC, SDA, éqniangles eutr’eiix, par un angle commun S, et l’é- 
galité de B, D, «leux autres angles à la circonférence , qui iusisicnt sur le même 
arc AC; d’où il suit que SB;SD=SC;SA. ^ 

■.•97. Conséquence. A mesure que la sécante SD s’écarte de la sécante SB, Parc 
CTD diminue, scs extrémités, C, D se rapprochent, et sc reunisseni enlln en 
un seul point T; de sorte que la droite ST peut être, eonsidérée, ou comme, 
une sécante égale à sa partie extérieure, ou comme auc tangente. Or sous le 
nom de sécante, elle est moyenne proportionnelle entre SB et S.\ ; par con- 
sé<|uent , sous le nom de tangente, elle est moyenne ]>iopoi lionnclle entre 
SB, sécante qui part du même pouit qu’elle, et SA, partie extérieure de cette 
sécante, 

JS.Que si, au lieu de considérer ST comme une séc.inie égale à sa partie 
extérieure; un la considwe comme une tangente; le même résultat sc pré- 
sente : Car tirant k cordes BT, TA; les iriafiglesSBT, STA sont équiangles, 
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par un angle commun S, et régalilé de deux autres angles SBT, STA, le 
premier à la circonféi cuce , appuyé sur Parc ACT ; le second , angle du seg- 
ment , apptrye' aussi sur Parc ACP; d’où il suit que SBcST=ST;S.\. C’est- 
â-diie, que la tangente est moyenne proportionnelle entre la sicanle. qui 
part du même point qu’elle, et la partie extérieure de cette sécante. 


SECTION V. 


Solutions de divers problèmes , au moyen des propositions qui 
ont été démontrées dans les sections précédentes. 


Si la mesure de quelques distances, nous a mis sur la voie des propositions 
Uie'orkjues , auxquelles nous sommes parvenus ; ces propositions à leur tour 
nous serviront à résoddre plusieurs problèmes utiles eu eux-mémes , utiles aussi 
par l’occasion qu'ils offrent aux commencans , d’applitpicr à la pratique , ce qu’ils 
savent de ütéorie. Un troisième usage des problèmes , dont Euclide s’ese 
prévalu, c’est de démontrer la possibilité de certaines choses, eu les exécutant; 
Ainsi par exemple , ce géomètre ayant besoin dans un théorème , d’une per- 
pendiculaire abaissée d’un point hors d’une droite , sur cette droite , fait pré- 
céder un problème' , sur l’abaissement des perpendiculaires ; de peur qu’on 
ne lui reproche, de supposer sans preuve, que d’un point» donné hors d’une 
droite, on peut lui abaisser une perpcndicniaire. Je choisis cet exemple, parce 
qu’au n.'* s5 , j’ai démontré que cet abaissement ëtoit toujours possible , afin 
de ne donner pour actuellement fait ou fais:ible , que ce dont évidemment 
ou par aiguillent , je pouvois démontrer la possilnliié. Je dis évidemment , 
parce qu’il est 'évident , qu’une droite peut partager un angle en deux éga- 
lement ; que sur une droite , une autre droite peut faire un angle égal à ou 
angle donné , qu’il y a un point qui est au milieu d’une droite finie , eomme 
il y en a un qui est au milieu d’un arc de cercle : Je dis par argument, [larce 
que l’exomplc cité , d’une perpendiculaire abaissée d’un point hors d’une droite 
sur cette droite , fait assez voir , que ce n’est pas sans quelque raisonnement , 
que semblables possibilités sont mises hors <le doute. 

Que si, indépciidammciii des possibilités que je viens de donner pour évidentes, 
j'ai supposé , dans mes déiAonstrations , (pnl cloit posùble aussi , qu’une perpen- 
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diculaire , fût clevee à un point d’imo droite sur celte droite ; qu’une droite 
fût parallèle à une autre droite ; etc. c’est que la première de ces possibilitc's 
est renfermée dans celle , qu’un angle est divisible en deux cgalcmcul par une 
ligne droite ; et que la seconde coincide avec celle qu’une droite peut faire 
sur une seconde , un angle égal à celui que font deux autres droites. De soi to 
que toutes les possibilités que je me suis permis de considérer comme évidentes, 
l’étoient effectivement ; que par conséquent , j’.ii pû me dispenser d’en faire 
le sujet de problèmes, qui aiu-oient interrompu la suite des théorèmes que 
j’avois û de'montrer. 

De ces réQexious sur la méthode , je passe aux moyens qu’on est censé avoir 
en main, pour résoudre les problèmes. Ces moyens sont un plan , une lègle, 
uu compas et un crayon : un plan , pour tracer ses figures ; une règle , pour 
diriger son crayon en ligne droite ; un compas , pour le diriger circulaircraent. 
Le plan est le lieu des problèmes , ou le champ sur lequel ils se résolvcni; 
le cercle et la ligne droite fournissent les moyens de solution. Or comnre un 
ne pourroil faire usage de moyens qu’on ne conuoltroit pas ; j’ai dû faire 
connottre les lignes droites et circulaires, avant que de les emploi er à la 
solution des problèmes qu’elles sont effectivement capables de résoudre. 

PROBLÈME l.“ 

Avec trois lignes droites, de grandeurs données , construire un triangle. 

Commençons par observer, que ce problème n’a de solution, qu’autant que 
deux quelconques des droites données sont plus grandes que la troisième , 
parce que dons tout triangle , deux côtés pris ensemble sont plus grands (|ue 
le tro'iûème ; et en conséquence de cette observation , sujtposé que deux 
quelconques des droites K, L, M ( fig. 77), soient plus grandes que la 
troisième, faisons 1.'' AB = K: a.’’ avec une ouverture de compas AC=L, 
décrivons du point A , comme centre, une circonférence FCE: 3 .*^ avec une 
ouverture de compas BC = M , dcxrivons du point B, comme centre, une 
circonférence DCE. Ces circonférences se couperont en deux points C , E : 
Car d’une part, AB distance de leurs ceutres est plus petite que AC -f- BC 
somme de leurs rayons ; et d’autre part , AB est plus grande que la différence 
de ces rayons, attendu que de la suppoûtion AC <T AB + BC , il suit que 
AB > AC — BC. Si donc, des points A, B, l’on lire de* droites à rinier- 
scclipn C , ou à l’intersection E , des circonférences DCE , FCE ; ces droites 
feront avec AB , des l iangles ACB, AEB , dont les côtés seront respecti- 
vement égaux aux droites données K , L , M. 
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PROBLÈME II. 

» * 99- Sur une droite donnée EF ( fig. 78 ) faire un angle GEF, égal à un angle 

donné BAC? 

. Fi\ci uire lies pointes de votre compas sur le sommet A de l’iinglc donne ; 

décrivez l'arc BDC, avec un rayon arlnlraire A R} tracez du point C, avec le 
même rayon , une circonférence FRG y puis avec une ouverture de compas 
égale à BC, retranchez en l’arc FRG , capable de la corde FG = BC. Ces 
opérations vous donneront un point G, par lci|uct tirant le rayon £G , vous 
formerez l’angle FEG = BAC : Car les cordes égales partageant le cercle 
endeux segmens capaldes de convenir itn-à-un, n.* 84, le segment FRG , potirra 
convenir avec le segment BDC; d’où s’ensuivra l’égalité des angles FEG, BAC, 
comme angles au centre de ccicles égaux, ajipuyés sur des arcs égaux. 

PROBLÉ M EU I. 

n». ,00. D'un point hors d’une droite , lui tirer une parallèle ? 

Afin de tirer du point E , EG parallèle à III ( fig. 78 ) ; de ce point E , à 
l’un tjuclcunfjue des points de III , tirez une droite EH, et parle problème 
précédent, faites sitr EII un angle IIEG = EHI. La droite EG sera parallèle 
i HI , attendu tjue deux droites, qui fout sur uue troisième des angles alternes 
égaux eutr’eux , sont parallèles. 

n.* ICI. PROBLÈME IV. 

' Couper' un angle en deux également ? 

Pour couper l’angle ABC ( fig. 79 ) en deux également , je fixe une des 
pointes du compas sur le point B , et l’ouvrant à discrétion , je décris l'arc 
AC, qui coupe BA, BC, en des points équidistans de B. De ces points A,C, 
comme centres, avec un rayon plus grand que la moitié d’AC, je décris deux 
arcs DI , DK , qui se coupent au point D , n.* 87 ; enfin de ce point , je tire 
la droite DB, qui partage l’angle ABCep deux également, vu que les triangles 
ABD , CBD peuvent convenir par l’égalité respective de leurs trois côtés; que 
par ronsc<[ucnt , l’angle ABD de l’un, est égal à l’angle CBD de l’autre. 
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b.*io3. Consiquence. Deceqne la droite BD(fig. 79) , cotipc l’angle ABC en deux 
c'galemeot , U soit qti’elle coupe aiisfii l’arc ÂMC en deux egaUtnent, vu cpie 
l’angle ABC e'tant au centre de l’arc AMC, ses moitie's ABD, CBEI, insistcnl 
sur des arcs égaux : Par conse’qiient , la solution du problème , couper un 
arc en deux également, s’identifie avec la solution du problème,- couper un 
arc en deux également, 

PROBLÈME V. 

Couper une droite en deux également.- 

Dans KintenUon de couper AB" ( fig. 80) , en dettS parties égales je fal^ 
‘“^•réflexion, cpi'un point ègnlcnienf glorgné des extrémités- d’une dixiite finie,- 
étant toujours sur la pcrpendictdaire un milieu de cette droite ; si je puuNols 
trouver deux points D, E ,. à égale distalicc d’A et de- 6; la- droite tirée ]>ar 
CCS points D, K, passeroit par fe milieu d’AB. C’est pourrpioi du point A, 
avec une ouverture de- compas plus grande que j A B; et du point B, avec 
la même ouverture de compas , je décris d’une pai-t, la' circonférence' DKE ^ 
et de l’autre )'art, la circonrcrence DIE, puis de rime de leurs inlerseotious 
à l’autre, je tire la droite DK, qui- partage AB, au point C , en deux parties 
egales.^ ■ ' ‘ n 

* ■ ♦ ■ 
PROBLÈME V r.. 

n* lo'j. Trouver le centre d’un cercle ou d’un arc de cercle AHÇ ( fig" 81 ). 

A oct elTet je considère , que la perpendiculaire sur le milieu d’une corde ^ 
passant toujours par le centre du ocrcle ; si après avoir tiré les cordes AB , 
' BC, je fesois usage du problème précédent, pour élever MD, pcrpeudiculaiic 
sur le milieu d’AB, et ND, perpendicuJairo sur le milieu de BC; le ccniic 
cherché serolt nécessairement au point D , dans Icipiel ces perpcmUctdaires 
SC couperoieut , attendu qu’elles doivent ronucr un angle égal à l’angle do 
suit* d’ABC n.* 58. 

PROBLÈME V ï T. 

n*. io5. Faire passer une circonférence de cercle par trois points donnés f 

Si les trois points donnés étoient en ligne droite , ce problème n’.vnroit pas 
de solution , puisque^s’il en avoit une , une ligne dioitc et une ligne circu-' 

9’ 
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laire aiiroient trois poluts conamuns , ce t|iii est iiupossilile , n.‘ 86. Supposé 
idonc ipic les points A, B, C (fij;. 8i ) , ne soient pas eu ligne droite : Si après 
avoir lire’ les droites AB , BC, l’on ëlè\e MD perpendiculaire sur le iiiilicu 
d’AB , et iSD perpendiculaire sur le milieu de BC ; ces peqiendiculaires se 
reucoiureront eu un point D n.’ 38 ; de plus ce point sera k cg.-de dèsi.-ince 
des exlre'niités d’AB d'une part , et des extrémités de BC d’autre paî t ; par 
CMiséquent , le cercle décrit de ce jioinl même comme centre , avec DA 
comme ravon , passera par les po'mts donnés A , B, C. 

Remarque et Conséquence, llemarquons d’ahord , que si les points A, B , C, 
cloient en ligne droite, les perpendiculaires MD, ND seroient j>arallcle.s ; que 
par conséquent, ellea nq se rencontreroient pas et parl.mt , que le centre du 
cercle à décrire ne se trouveroit nulle part ; consérpience qui s’accorde avec 
ce qui a été dit plus liaiu , que le problème n'a pas ,dc solution , quand les 
: , points donnés sont eu ligne droite. , 

, Ajoutoiuquc puisque d’un côté, la perpendlcidairc MD passe par tous les 
points du plan ABC, qui sont à égale distance des extrciuités d’AB ; que 
d'un autre côté, la perpeudtcuUire ND passe par tous les points de ce plan , 
,qui sont à égale distance des extrémités de BC ; il n'y a que l’intersection de 
.ces perpendicidaires , qui (misse être également distante des (joinls A , B, C; 

106. que par conséquent, si deux points sont également éloignés de ifois points 
donnés siA* un plan ABC j ces deux points coïncident, 

t 

PROBLÈME Vlll. 

107. D’un point donné sur une droite lui élever une perpendiculaire 7 

Pour élever du point B, sur la droite AC, une pcrpendieuhûre BD ( Dg. 8a ) , 
je considère ce point B , comme le sommet d’un angle ABC , égal à 4lc.ux 
angles droits, et le problème proposé n’est [dus qu’iui cas particulier’ de celui 
où il s’agit <le couper im angle en deux également ; d’où il suit qu’il doit avoir 
même solution, c’est-à-dire, qu'il faut faire BA = BC; décrire des points A,C> 
comnte centres, avec un raton plus grand qn’AB , des arcs de cercle, qui se 
coupent en D, et tirer BD : Car celte droite coupiint l’angle .\BC en deux 
également, s’élève par cela même du ()ointC, per[>en(liculaireinent sur AC. 
Au reste , sans recourir pour la preuve à la solution du problème relatif à la 
bisecliou de l’angle , il résulte de la constmetinn précéilente , que les cotés 
des triangles ABD, CBD sont égaux un à un; que ces triangles peuvent con- 
venir; ipie BD fait sur AC, des angles de suite égaux tnlr’eux; et Bnalemeut, 
que BD est perpendiculaire sur AC.^ 


Digitized by Google 


6É0MÉTR1E ÉLiMENTAIRE. 


67 


PROBLÈME IX.' 


io 8 .- Zy un point hors d’ une droite, lui abaisser une perpendiculaire? 

Etant proposé d‘al>ai?ser Ju point C, une pc»pondicuIaire sur AB (fi”. 83)-, 
Je lionne à mon eompas une onverlme C\„éyalo à l’iine tics obliques (pi’oii 
peut mener du point C jusqu’à la lij^nc AB^et de ce point, comme centre, atec 
cette oblKpic, comme rayon, je décris une cîrconici etieo ALB, qui coupe la 
droite AB dans les points A cl B; de sorte qu’il suffit de trouver un second 
point E, à égale distance des points A et B, pour qu’ime droite tirée de C 
en E, soit pcipcndicttlairc sur le milieu d’AB. Or on a déjà \ u, que ce poin^ 
SC trume à l’intersection de deux arcs- de cercle, rcspcclitcmcnt décrits des 
points A , B comme ccutres , avec un rayon plus grand que ^ AB. 

PROBLÈME X." 

sog. 4 l’extrémité A d’une droite AB , lui élever uneperpendicul'aire AC?fig. 8-». 

Du' point A', je tire sur AB tinc droite .AO, qui fasse avec elle ttn angle aigu. 
O.AB; je décris avec OA, comme rayon, la circonforonce. BAC, qui coupe 
AB en A et B; je tire du point B, pur le point O,- le diamètre BC; enfin ^ 
de l’extrémité C do ce diamètre, je tire la droite C.A, qui résout le problème, 
attendu que l'angle dans le demi-cercle étant droit , 'elle'est perpendictilaiio' 
sur AB.- 

1 r . . - i .. 

PROBLÈME XI. 

’ I • ti 

Sur une droite donnée DE , faire un segment DGE, capable d’un angle 
‘■o>. donné ABC? [fig.SS).- . , 

Je commence par faire sur DE , un angle FDE=ABC; du point J), j’élète 
sur DF la perpendictiliure DO", et du milieu M de DE, j’élève sur DE même 
la perpendiculaires MO, cela fuit, j’observe', que l'intersection 0 des per- 
pendici Jaires ' DO ^ , MO, est équidistante des extrémités de ta droite DE 
’ n.* 55, et que la circonfércnco'DGE, décrite de ce point çontinc centre, avec 
OD comme rayon, touclie la' droite DF au point D u.* 79 j que par conséqncut, 
l’angle FDE=ABC, est angle du segVncul DLE. Mais l’angle dit segment est- 
égal à l’angle dans le segment alterne; donc FDE est égal à DGE; donc le seg- 
ment DGE est capable de l’aiiglc donné ABC. " . • 
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Conséquence. De ce que l’angle du segment est égal à l’angle dans le segment 
n.* 111. alterne il suit que, tous les angles dans le même segment sont égaux enlr’enx, 
et que jiar ià-méine , tous les triangles qui reposent sur la corde du même 
segment, et qui ont leur sommet sur l'arc de ce segment, opposent le même 
angle d leur base. 

Réciproquement, tout triangle qui a pour base la corde d'un segment , 
et dont le sommet tombe du même c6ti que l'are de ce segment, mais hors 
de cet arc, oppose à sa base un angle plus grand ou plus petit que l'angle 
. dans ce segment même : Car premièrement (fig. 86), lorsque le sommet B du 
triangle ABC, tombe en dedans du segment ASC; si on prolonge CB jusqu'au 
point M de l’arc AMC, et qu’on tire AM; l’angle ABC, extérieur du triangle 
AMB , est plus grand qne rinlérieiir AMC, qui est dans le segment ASC: 
Secondement, lorsque le sommet D du triangle ,\DC; tombe en dehors du seg- 
ment ASC; le côte' ÜC de ce triangle, coupe en M l'arc de ce segment, et 
fangle D, intérieur du triangle ADM , est plus petit qii’AMC, extérieur de ce 
triangle , et angle dans le segment ASC, 

P R O B L É M E XII. 

«•lia- point donné sur la circonférence dé un cetcle , lui mener une 

, . , . tangente ? 

f 

. I . 

Après avoir tiré, depuis le centre du cercle proposé , un rayon an point donné 
si, par le ProblX, vous élevez une perpendiculaire à l’extrémité de ce rayon, 
elle touchera le cercle au point donné n.’ 79. 

PROBLÈME XIII, 

a.*ii3. D'un point donné hors d'un cercle , lui mener une tangente? 

r .ktaiit propose' de mener du point A uije tangente nu «crcle FMG (fig. 87); 
de ce point , je lire au centre C de FMG la droite AC; je partage cette droite 
cil tfeux également, par Je Prub. V; du point de divisilVi D, comme centre, 
avec D.\ connue rayon; Je décris le cercle AFC; du point A, je tire enfin 
les droites XF, AG, aux points par lesquels AFC coupe FMG, et ces droites 
toucbeul FMG, rime au point F, l’autre au point G, vu que les angles CFA, 
CGA sont dans le dcmi-Mrcle; que par conséquent ils sont droits; et que / 

toute perpendiculaire à i’extrcniité d’nn rayo^i touche le cercle. ^ 

3 ' ' 


Digitized by Google 



GKOMÉTRIE ÉLBMBNTAlRE. 69 

Conséquence. 1. Observons d’aborj, «jne les triangles rectangles CFA, CGA 
(fig. 87), peuvent com ouir, par Jeux côtes respectivement égaux et un angle droit 
nuij-conipris entre ces côtés j que par conséquent, les deux tangentes que donne 
Ja soluQon du problème précédent, sont égides. Observons ensuite, qu’il seroit 
impossible de mener du point A à la ciccoiirérence FMG, une troisième tan- 
gente : car quelle que fût cette tangente AE ; l’angle AEC qu’elle feroit avec 
je rayon tiré à son point de contact E , seroit droit n.* 7g; d’où il suivroii <pio 
le triangle AEC seroit capable de convenir avec chacun des triangles AFC, AGC, 
par deux côtés respectivement égaux et un angle droit non-compris entre ces 
côtés; qn’aùisi, d’un poûit donné hors d’un cercle, il seroit mené à sa circon- 
l'crence trois droites égales, ce qui est impossible. Finalement donc, d’un 
point donné hors d’un cercle i on peut toujours mener À ce cercle deux tan- 
gentes, mais deux seulement , et ces tangentes sont égales. 

Conséquence a. Jvu convenance des triangles ACF , ACG ( fig. 87 ) met cn- 
n.*ii5. core sous les yeux que, si du centre d’un cercle , on tire une droite CA , 
au point de concours de deux de ses tangentes s cette droite divise en deux 
également l’angle FAO, compris entre ces tangentes, et l’arc FG, qui s’é- 
tend du point de contact de l’une au point de eontact de f autre : car cette 
convenance garantit l'égalité des angles FAC, GAC d’une part; celle des angles 
ACF, ACG d’autre part, et partant celle des arcs FM, GM. 

PROBLÈME XIV. 

B.* 116. A trois lignes données, trouver une quatrième proportionnelle? 

Afin de trouver aux trois données A,B,C (fig. 88), une qitatricme pro- 
portionnelle , je commence par faire un angle EFG , de grandeur arbitraire ; 
sur les jambes de cet angle, je prends FG=A, F 1 =B, FE=C; je tire ensuite 
EG, et après lui avoir mené, du point I, la parallèle IH, je trouve dans FH, 
la quatrième proportionnelle demandée : car le parallélisme de IH à GE , fait 
de FGE , FUI deux triangles équiangles; d’où il suit que FG;FI=FE;FH; 
que par conséquent FG, Fl , FE, ayant été faites égales une-à-ttne à A , B, C; 
ccUes-ci ont FU pour quatrième proportiooaeUe. 
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PROBLÈME XV. 

■.*117. Entt-e deux droite* données, trouver une moyenne proportionnelle ? 

Pour trouver une moyenne proportionnelle entre les droiics A, B (fig.fit)), 
je lire une droite CE, sur liiqiiellc je prends CD=A, IlE=B, du milieu F de 
CE, comme centre, et avec FC, comme rayon, je décris la dcmi-circonl’éicuce 
CGE; j’élève cnGn DG perpendiculaire sur CE et je trouve dans Dlr, partie 
de cette perpendiculaire qui est comprise entre le diamètre CE et la circou- 
rércnce CGE, une moyenne propordouncllc entre CD, DE, et par là^nu'me, 
entre A et B- , u-*g3. 

PROBLÈME XVI, 

n-° 118. Couper une droite donnée en parties riciprogurment proportionnelles à deux 

droites données?’ 

Soit AB (iig.gol, la ligne à couper en parties AP, PB, réciproquement 
proportionnelles à CD,DE, ensorte qu’il faille que AP;CD=.DE'PB. Consi- 
dérant qu’il suit de là, que APxPB=CDx DE ; l’on voit d’ahord que le pro- 
blème demande l’impossible, quand le carré de la moitié d’AB, ^AB’=AM‘ 
est plu» petit que CDxDE; car le produit des parties d’une droite parlagro 
eu deux , n’étant jamais si grand que lorscpic ces parties sont égales; APxPB 
ne peut égaler CDxDE qu’autanl que CDxDE ne surpasse pas AM’. 

Supposant donc que CDxDE ne surpasse pas AM’; je cherche 
moyenne proportionnelle entre CD et DE , de sorte que DH”=CDx DE. a.*Du 
milieu M de la droite .AB, je déciis sur AB, comme diamètre, la dcmi-circon- 
fércncc AFB, et sur le milieu d’AB-mcme, j’clèvc la perpendiculaire MF. 
5.* Sur cette perpendiculaire je preiiils MK=D11, et du point K, je tire KS, 
parallèle à AB. Du point S, par lequel cette parallèle coupe la dcmi-clr- 
conrércnce ASB, j’abaisse SP , perpendiculaire sur AB, et AB même est coupée 
au point P, en parties réciproquement proportionnelles à CD, DE; attendu 
que APxPB=SP*=MK’=DU^=.CDxDE. 
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PROBLÈME XVII. 

nÿ Co’tpêr une droite donnée , en partie» proportionnelles aux parties d'une 

autre droite f 

Etant proponô de couper AB ( fi{;. 91 ), en parties proportionnelles au* parties 
AD, DE, EF, FGjGC do la droite AC; j’incline arbitrairement ABsurAC; je 
tire CB; je lui m.'uc les parallèles GL , FK , F.1 , DH ; et le problème est résolu. 

En effet, par couslriiclion , les irLmgles ADH, AEl , AFK, AGL, ACB, 
■étant tous èquiaugles ou semblables; il suit en particulier, de la ressemblance 
■d’ADH et AEl , que A1:AU=AE:AD ; d’où l’on tire successivement 
AI — AH;AH=AE — AD:AD, III : AII=DE; AD , et finalement, HJ:DE 
=AU:AD. Mais tine consequençe semldable résulte de la rcsscmblanoc des 
triauglcs A£I, AFK, de celle des triangles AFK, AGL, et de celle des trian- 
gles AGL^ ACB ; c’est-à-dire, que IK:EF=AK: AF; que KL; FG=AL; AG, 
et qu’entin LB:GC=AB;AC; donc le rapport d’une partie quelconque d’AB, 
à la partie d’AC qu’elle a en lace , est égal au rapport des côtes autour do 
l'angle A, de cliaciiu des triangles ADH, AEl, AFK, .4GL, ACB; donc tous 
ces triangles étant scmlrlables, les parties AH, H1 , IK , KL, LB de la droite 
AB, sont une -à-une aux parties AD, DE, EF, FG, GC, de la droite AC, 
comme AB est à AC; donc finalement, AB est coupée en parties proportion- 
nelles ati* parties d’AC. 

Autre solution du problème précédent. Dans le dessein de cotiper une droite 
KL (fig-9^)r parties proportionnelles aux parties d’AB; je construis d’a- 
bord sur AB un triangle équilatéral , en décrivant des points A et B , comme 
centres, avec AB, comme rayon, les arcs de cercle ST, SV; ptiis en tirant à 
leur intersection S, les droites AS, BS. Je prends ensuite sur SA, une lon- 
gueur So=:KL, et du point a, tirant ab parallèle à AB, je Ibrmc le triangle 
Sab , équiaugle à SAB , et par là-même équilatéral , eusorte que aô=Sn=KL- 
Enfin , tlu point S , je tire les droites SC , SD , SE , SF , SG , lesquelles coupent 
ab en parties proportionnelles aux parties d’AB. 

En effet, les triangles Sac, Sed, Sde, Se/*, S_/ÿ, étant semblables 

nn-à-iu) au triangles SAC, SCD, SDE, SEF, SFG, SGB; les côte's des pre- 
miers sont respectivement proportionneb aux côtés des seconds. De plus^ 
deux quelconques des triangles consécutifs de la première suite, Sed, Sde 
par exemple , ont un côté' commun Sd; les deux triangles correspciidaus de 
la seconde suite, les triangles SCD, SDE, ont aussi un côté commun SD, 
et ces côufs, Sd, SD se correspondent, en qualité' de côtés des uiau- 
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gles Scd, SCD, comme en qualité de côtés des triangles Se/e, SDE; par con- 
séquent Sr/;SD, est aussi bien le rapport des côtes des triangles Sc</, SCD, 
que le rapport des côtés des triangles Seie, SD£ : en général, le rapport des 
côtés de deux triangles correspondans, l’un de la première , l’autre de la seconde 
suite , est le même que le rapport des côtés de deux autres triangles corres- 
pondons de ces suites-memes. Ce rapport est donc tonjonrs cchii de Srf;SD, ou- 
■ do Sa : SA , ou enfin de aô ! AB , doue les parties d’aô sont une-à-iine aux parties 
d’AB, comme aô;AB; donc finalement, aô=KL est coupée en parties pio- 
portienaelles aux parties d’AB. 

t/onséquenee^ Si les parties AC, CD, DE, etc., de la droite AB ( fig. ga), 
n.* ISO. éteient toutes égales, les [parties d’aô le sci-oienl aussi; par conséquent le pro- 
blème, Couper une droit» donnée en- parties proportionneHes aux parties iTune' 
autre ilroile?' résoud le proltlèine , Couper une dt-oite en n parties égales?' 
puur\u qn'cn portant wte- longueur arbkrairo n lois sur une droite indéfinie-, 
on se procure d’avance , une droite divbée en n parties égales. 

PROBLÈME XVI IL. 

n.» laiv. Trouver la- plue grande commune mesure dé deux droites données 7 

Etant proposé de trouver ht 'plus grande commune mesure des droites A, B 
(fig. g3); l’on ôtci-a la plus petite B, de la plus grande A-, autant de fois-qii’on le 
pourra, ot si cette soustraotioti se fait sans reste; B sera la plus grande commune 
mesure d’A et B : si cUe donne un reste C, !.-> plus grande commune- luo.siire 
d’A, B, sera la même que celle de B,C : car- la ligne A eiaut composée d'un 
multiple de B, pluslo reste C, ensorle que A-=iiB-t-C; toute commune me- 
sure entre iiB-)-C et B, est coniniime aussi, entre B-, C; «t réciproquement,, 
toute coninuine mesure entre B,C, est commune aussi entre hB-I-C et C , 
d’où il suit que la pins grande comiuuue mesure entre B cl C, est anssi la plus 
grande commune mesure entre uB- 4-C et C. Opérant ensuite sur B,C comme 
on vient de faire sur A, fi, on passe à deux autres lignes C,D, dont la plus 
grande commune mesure est la même que celle de B, C; et ainsi de suite, opé- 
rant toujours de la même manière-, la question sur A , B, sc change siicces.si- 
veiiieut en questions semblables sur deux autres lignes, dont la plus gronde 
commune mesure est toujours la même que celle d’A et B. Voyons en quelle 
progression ces lignes diminuent. 

Et à ceteQ'et, considérant que, par supposition, B est plus petit qii’A; 
disous que B peut être cg.-vle à j A , ou plus petite que j A , ou plut grande 
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qiie J A : que flans le prcniier cas», l'opétalion sur les droites A, B , ne donne 
ancim reste; que dans le second cas, ropéralioii sur A, B, donne un reste 
pins petit que I A, attendu qne le icsie d’nne division est toujours plus petit 
que te diviseur; qu’enrin, dans le troisième cas, lorsque B>jA, B retranchée 
de A la réduit à une longueur moindre que JA. 

Ainsi- doue, dans, tous les cas, l'opération sur A, B, donnant tm reste plus 
petit que jA; repi ésciitons ce reste par C,. et il s’ensuivra, qu’une opéra- 
tion sur B,C, seinhlahlc à celle qui aura été faite sur A, B, dfiniicra un reste D, 
plits polit que JB. C’est-i-dire que deux- opeValions, lapreiuiêic sur les droite.s 
A, B; la seconde sur les droites B,C, couduirout à deux droites C, D, qui se- 
ront respectivement plus petites que J'A,JB. De sorte que si, à la stiile des 
lignesA,B, l’on range les restes G, D, E, F , G, etc. , des opérations susmen- 
tionnées; on aura une suite de lignes, qui prises par couples A, B; C, D; E, 
F; G, H; etc., ofiriroiit dans diaque conplc^ cxccplcla première, deux ligites, 
respectivement plus petites que les- moitiés des deux ligues prcccdciites; que 
par conséquent , la progression suivant laqttclle ces couples de ligues diminuent 
est plus convergente que la progression soiisdouhle. 

Cela posé je dis, que si les lignes A, B, .sont incoramcnsuralilcs, on n'ar- 
rivera jamais à une couple de ligues, donr la petite soit contenue dans la grande , 
un nonihi e entier de lois sans reste : qu’au contraire , si elles sont coninieu- 
sur.ililes, on arrivera enfin à une couple de lignes, dont la petite sera contenue 
diiiis la grande, tm nomlirc entier de fois sans reste: car preniièi entent, si A’, B 
étant iiicoraniciisnraldes, on arrivoit à deux lignes, dont la petite fut cûnienue 
d.rns la- grande un nombre entier de fois sans reste; la petite scroit la plu» 
gramlc commune mesvirc des deux, cl pai-Ià même d’.A, B, ce qui , d’îucom- 
nieiisuraliles que soin ccllcs-ci, en feroit des lignes comiucusiirallles : seconde- 
ment, si les ligues A, B étant comnicnsui aides, on n’ai rivoit pas à deux lignes, 
dont rime fut coulcuuc dans l’autre un nonihre entier de fuis sans reste; on en 
vieiidioit'f afin à deux ligues K,L, plus petites qii’aiicnnc ligue donnée, attendu 
que dcpu’is .‘4, B, jusqu à elles, on atiroil fait douldes ojiérations, en nombre 
j'iiis gr.ind qu’aucun nombre donné; que ces doubles opérations atiroicni dinii- 
niic A, B, en progrcs.sion plus qne sonsdonble; que cependant arrive à R, ligne 
plus petite qu’aucune ligne donnée, L seroit pourtant là plus grande coninnine 
mesiii-e des ligues A , B; que par couséqiient ces lignes, qiiorqiiccoinmensnrables 
par supposition, seroienl néaniuoins mcomniensurublcs pal- démonstration. 

Premièrement donc, lorsipie A, B sont incommensni-ablcs , on n’arriv-c. ja- 
mais à deux lignes K, L, dont la plus petite soit contenue dans la plus graiidè 
un nombre entier de fuis sans reste , mais , d'une opération qui dotinc un 
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reste, on passe à une opérniioii qui dofinc aussi un reste, cl ainsi île suite à l'in- 
lini. Secoiiilemcnt , lorsqn’A, B sont coinmcnsurahles, on ne va point jusqu'à 
deux li^pics K, L , dont la plus petite soit moindre qu'aucune ligue dimnéç , mais 
ou trouve en clicniiii deux lignes de grandeur finie , dont runc , eontcuue dans 
l'autre un iiomlu e culicr de fois sans reste , est la plus grande commune mesura 
dus deux et parla même la jilus gr.vnde commune mesure d'A,B. 

PB.OBLÈME XIX. 

B. na. Couper une droite donnée en moyenne et extrême raison ? 

Faut-il couper AB(lig. gA), en moyenne et extrême raison, c'est-à-dire, 
ensorie que .\B : AF=AF ;FB ? ou saÿ qu’une tangente qui part du même point 
qu’une sr-canlc, est moyenne proportionnelle ctitrc la sécante et sa partie exté- 
rieure n." 97 J que par conséquent, si à l’exirciuite' d’AB, l’on élève la per- 
pendiculaire AC=^AB, et qu’aprés avoir décrit, du point C eouime centre, 
avec CA comme rayon, un cercle DAE, l'on tire du point B par le point C, 
la sécante BD; celte sécante sera coupée au poiut E , en moyenne et extrême 
raison, attendu que par le u.*g7, BD:BA~BA:BE, proportion qui, à cause 
que DE a clé faite égale à BA, se change en celte autre BD;DE=DE;BE. 
Mais, par le Prob. XVII, une ligne étant eoupéc en ]>arties quelconques, or 
peut en couper une autre en parties proportionnelles; donc tirant DA , puis EF 
parallèle à DA; AB est coupée un point F, en moyenne et extrême raison. 
Ce qui se prouve plus explicitement par les considérations suivantes, savoir].* 
que DB : DE=DE :EB ; a.* que DB:DE=AB: AF; et 3 .* que DE : EB=AF:FB; 
d’où il suit que, les raisons ABîAF, AF;FB, étant res|>cctivement égales à 
DB;DE,DE;EB, raisons égales, sont égales entr’elles ; que par conséquent 
les lignes AB , AF , FB étant en proportion continue , AB est coupée au point F, 
en moyenne et extrême raison. 

Remarque. Tirez la corde AE (fig.g 4 ), vons formerez un triangle ABE, 
cqitianglc à DBA, par B, angle commun, et E.AB , angle du segment, égal 
à ADE, angle dans le segment alterne. Mais le triangle DBA est équianglc au 
triangle EBF; donc le triangle ABE est équiangle aussi au triangle EBF; donc 
AB:BE=BE:FB; proportion qui compare'e à AB : AF= AF : l' B , fait BE=AF; 
de sorte qu’on abrégeroit la solutiou du Prob. préc. , si au lieu de la complelter 
en tirant DA et sa parallèle EF, on se conlcnloil de prendre sur BA une 
longueur BO=-BE=AF. 

* O ^ 

D.* 123. Conséquence. Pulwjuc par le Proh. préc. , Ton peut diviser iine dioue quel- 
conque en moyenne et extrême raison; je suppose que BD (lig.gA) représente 
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ecUc droite , actuellement divisce au point E , en deux parties telles tpie 
BI1:ÜL=DE:EB ; puis du milieu C de DE, avec CD comme rayon, je dé- 
cris le cercle DAE, et je tiie la tanj’enteBA, laquelle étant, comme DE. 
muveiiiie proportionnelle entre BD et EB , est éj^ale à DE,BA=DE. Enfin 
coiisûléraut <pie, par la remarque ci-dessus, BE portée sur BA , la divise en 
niovenuc et extrême raison, j’en tire cette conséquence, qu’une droite quel- 
conque étant divise'e en inovenue et extrême raison, sa petite partie portée sur 
la {’iande, la divise en moyenne et extrême raison. D’où il suit tdtérieuiement , 
que si, par l’opération détaillée au Proli, XVil, on cfierclie la plua grande 
commune mesure, d’une droite divisée en moyenne et extrême raison et de 
sa grande partie, on n'arrive jamais à une division qui se fasse sans reste; vu 
que la grande partie de la droite entière portée sur cette droite même donne 
un reste, lequel porté snr le diviseur précédent donne un second reste, et 
ainsi de suite à l’intini. D’où je conclus finalement, une droite divisée en 
moyenne et extrême rairon, est incommensurable avec ses parties, et que 
ses parties sont incommensurables entr’ elles. 

Autre solution du Prob. XIX. L’incommensurabilité d^inc droite coupée 
en moyenne et extrême raison et de ses parties, fait naître la ciirlosilé de re- 
monter à sa soitrcc, et comme scion toute apparence, cette source se trouve 
dans les rap|>orl5 numériques des lignes dont il s’agit; c’est i dierchcr ces rap- 
ports <|ue nous sommes acIiCTiiinés. En conséquence, procédant aritbniétirpie- 
nieitl à la solution du prohicnie susntcntiouné; soit AB(fig.g4) la ligne qu’il 
faille couper en roovenne et extrême raison, et F le jmint par lequel la sec- 
tion doive se faire : si l’on représente une-à-une les lignes AB,AF,FB, par 
n, JC, a — jc; le problème exige rpie a :jr=a;:o — x ; d’où l’on tiic xx'=aa — ax,ct 


ensuite x=--^içy^. De sorte que si l’on prend pour unité la longueur a qu’'J 

faut diviser eu moyenne et extrême raison; la grande partie de cette longueur 
a a(— ' —i-pp-^5 

sera x — = ; la pente sera a — *=i— *= 

1 — L— ^ , D’où U résulte efreciivenient, que Yincomniensafa- 
a a 

bilité d" une ligne coupée en moyenne et extrême raison et de ses parties ^ 

, —f+y'5 3—y's 

a sa source, dans F incommensurabilité des nombres I, - 


c'est-à-dire f dans l’irrationnalilê de 

Com|>leitons cette seconde solution du Prob. XIX, en faisant voir comment 
il faudrolt s’y prendre , pour couper acluellen;enl AB (fig. g^}, en tel point F, 
que AF en fût la grande partie, et FB la petite partie. El à cet elTei, consi- 
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sitlt’rons que AF=.r, ayant été trouvée e^'alo à — ; il s’cnstiit que 

2 

— l-f-K^5;2=l ’.x ; que par conscqucul, pour tielcimincr *, il faut convertir en 
lignes les trois premiers termes de cette proportion, et trouver à cos lignes 
une quatrième proportiomiclle. Or nous savons déjà que l=AB , qu’aiusi 
3— aAB; et par rapport à l-|-p^5; comme y'5 est moyenne proporüoiinelle 
entre i et 5; on commencera par s’assurer de la moyenne proportionnelle entre 
AB et 5AB ^ .apres cjuoi, retranchant AB même de cette movenne^ les trois 
premiers termes de la proportion — a-d-^5;2=i ;x, seront .convertis en lignes, 
cl le quatrième .if=AF se trouvera, par le Prol»l. XIV.. 

Ajoutons que l'èquation piimiûve xx—aa — car, conduit à une construction 
plus prompte de la ligue AF=* (fig.g4) : car cette équation lésant jr= — 

na); si à l’estrcmilé d’AB=ir, l’on élève une perpendiculaire AC=j a; 
l’hypolliénuse BC du triangle rectangle BAC est —f/' (aa-\- 1 aa) , valeur de la- 
quelle ûlanl .^n, il reste — ^a-f-p^^aa-l-j;a<J;=*=.4F. 


«ECTION VI. 

De V inscription et circonscription des polygones , et de la 
rectification du cercle. 


L. "X. 


C/o.MME il ne résultcroil rien de la comparaison immédiate d’une ligne cir- 
culaire à une ligne droite, vu qne ces lignes ne peuvent convenir, ni en tout 
ni on partie , on substitue à la ligne circulaire deux longueurs rectilignes, Tune 
plus grande , l’antre pins petite qu’elle, savoir, d'un côté, le contour d'un poly- 
gone formé par des tangentes, -et de l’autre, le contour d’un polygone formé 
par des cordes; on chcrcbc ensuite les ra|q>orts de ces contours au diamètre, 
cl le rapport moyen cntr'eiix est adopté comme approchant de celui de la cir- 
conférence au diamètre. Mais celle manière de procéder, exige des déCniûons, 
qui donnciil une idée distincte de la nouvelle relation sous laquelle mi se pro- 
pose d'envisager les polygones; elle exige de plus des théorèmes, qui .clablis- 
scnl qu’en effet, colle relation est de nature à faire connoîlrc , plus ou moins 
csacicment, le rapport de la circonférence au dinmèlre, ensorlc qu’on ne sera 
pas surpris, que nous entrions en matière par ces dc’liiiilions, et que nous cou- 
couiluuvit»s j>ar ces ihe'orèmcs. 
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Définitions. L’üo dil d’un polygone qu’il est inscrit au cercle , ou que lo 
cei-c)e lui est cL'cousciil, quand tous les côtés de ce polygone sont des cordes: 
on dit d’uu polygone qu’il est circonscrit au cercle , ou que le cercle lui est 
inscrit, quand tons les côtes dp ce polygone sont des langontcs. ''Ajoutons 
que les tangentes, cansidérées en elles-mêmes sont des droites inlinics, qui 
n'uut qu'un point uommun avec la circonférence du cercle; mais que, con- 
bitlérécs par rapport à des arcs de cercle , elles se réduisent à des longueurs 
finies; ensortc que sous ce rapport, Ja tangente d'un arc de cercle, est cette 
partie de la tangente à l’une des extre'mltés de çet arc, qui s’étcad depuis le 
point <lc contact , Jusqu’au point où la tangente rencontre la sécimte tirée du 
centre par l’autre extrémité de l'arc en question- Ainsi par exemple, AB (Sg. gô), 
est tangente de l’arc AE. 11 on est de niêmc des sécantes : ce sont ei» elles- 
mêmes des droites 'uiCnies qui coupent le cercle en deux points; mais relati- 
vement à des arcs de cercle, elles se réduisent à des grandeurs ünics : c’est- 
à-dire, que la sécante d’ un arc, est cette partie de la sécante tirép tlu centre 
par l’une des extrémités de cet arc, laquelle s’étend depuis le centre, jusqu’au 
point oit la sécante est rencontrée par la tangente à l’autre cxtréiuitc de l’arc 
.en qiiesiton. CB, par exemple, est sécante de l’arc AE. D’où il résulte que 
la tangente d’un arc, la sécante de cet arc , et le rayon mené au point de con- 
tact de la tangente, forment un triangle-rectangle CAB, dont la sécante est 
riiyjtotliénuse. 

Autres dtfinitions. S’il est possiltle que la quantité angulaire autour d’un 
point sur un plan soit diriscc en un nomlirc quelconque de parties égales; il 
est possilile aussi que la circonférence du cercle décrit autour de ce poiut comme 
centre, soit ditisée en un nombre quelconque de parties égales n.* l5. Or 
cette seconde p^tssibilité en entraîne une troisième , savoir que d’une part , 
tous les côtés , et ijne d’autre part, .tous les angles d'un polygone quelconque 
de la première classe soient égaux : car (6g. g5), soit ABC un cercle partagé 
en autant d’arcs égaux que l’on voudra : d i’on tire 'les cordes AB, BC, 
CD, etc.; de tous ces arcs, elles forment le polygone ADCD..., -dont les 
côtés sont égaux, vu «pie les ares égaux ont.jdes cordes égales; et dont les 
angles sont égaux aussi , vu que chacun d’eux est à la circonférence , et insiste 
sur toute la circonférence, moîos deux des aliquotcs dons lesquelles elle est 
partagée. Il y a donc lieu de distinguer les polygones de la preniièrét classe , 
en Réguliers et Irréguliers : Polygones réguliers^ ceux dont tous les côtés 
'* d’une 'part, et tous les angles d’autre part, 'sont égaux eiifr’éux : Polygones 
; irréguliers , cèux duni les côtés pu les angles np p/t^ .tPOs^.égaHX.OIiir’cux. 
.*ia5. Conséquence. Puisque la somme des angles intérieurs d’uu polygone de n 
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côtes , est égale ù a/i— 4 angles «léuits , et qne «ona Jes angles d’nn polygone 
, régulier sont égaux ; il s’ensuit que diaque angle <l'un poly gone régulier > aut 

-^angles droits, on que son rapport i l’angle droit, est celui de ! l ; 

ou euGn , que son rapport i toute la quantité angulaire autour d’un point 

an-4 n-a , . , , . n-a 

sur un plan est = • L'esl-a-dire qne si, dans la fraction 

on fait passer n par les valeurs 5, 4, 5,6, etc.; die dunire succcssiicmont 
les parties de la quantité angulaire autour d’un point sur un plan , rpii sont 
pro|Tres à l’angle du triangle c<[uilatéral , à l'angle du carré à l’angle du 
pentagone régulier, i l’angle de l’hoxagone régulier, etc.; que par conséquent, 
ces angles sont égaux un à un aux parties de la quantité angulaire autour 

<Fun point sur un plan, qui sont représentées par les fractions j, J, etc. 

ia6. Digression sur les nombres polygones. Les polygones réguliers ayant 
suggéré l’idée des nombres polygones f c’est ici le lieu de développer cette 
iilée : et à cet elTct (fig. 96), soit prctnièrcmcnl BAC, un triangle équilatéral. 
' Si après avoir prolongé indéfiniment deux de scs côtes AB, AC, Fou porte 
AB n fois sur AB prolongé , et que par les points de division, on lire des pa- 
rallèles à BC; diucune d’dle sera la base d'un nouveau triangle éipiilatéral, 
■ et les côtés de ces triangles seront dans le rapport des nombres i, □, 3, 4, 

6 n Or portant aussi AB sur les bases de ces triangles , autant de fois 

qu’il SC pourra; les extrémités de cette droite marqueront sur ces bases, 
un nombre de points supérieur de l’unité an nombre de fois que cette rlroilc- 
même aura pu y être portée, c’csl-à-diic , n points, si elle a pn v être 

portée ( n-i ) fois; de sorte que les nombres île points luaripiés sur BC, 

DE, FG, etc. , avec l’unité i leur tête, formeront lasuilé 1, 2, 5, 4, 5....T?; 

' dans laquelle «représente le nombre de points manjués sur la (u-i )"“ liasc. 

• I '1 • "{"+'1 J "("+') . , , 

Mais la somme de cette siule est — ; aoiic ---- — est aussi la somme des 
points semés, comme on vient de le dire, sur la surface d’un triangle équi- 
latéral , qui en porte n sur. son côté ; et c’est pourquüi> les nombres de la 

' suite dont est le terme général, sont appelés '«owiires triangulaires. 

l 4 

Quant i l’usage où i'oa est de donner an nombre n le nom , de côté du 
, nombre triangulaire -j; c’e.st parce qu’il indique combien de points sont 
rangés sur le côté du triangle, r^iil ,cn porte à sa surface. Plus expli- 

citement, ù mesure quç « passe par lès valeurs 2, 3, 4, etc.;^j^paSse par les va- 
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leurs 3 , 6 , 10 , etc. ; de sorte 911 e 3 est le cùie de 5 j 3 le côte de 6 ; <t 
le côté de 10 ; etc. 

Sccoo'lenient, soit carré ( 6 g. 97 ) : si après eu avoir prolongé Indé&- 

niineul la diagonale AO, elles dent côtés AB, AH; ou porte sur AH pro- 
longé , la longueur AB , autant de fois que n conlieiit d’uuités ; si ensuite 
des puiuU de division on lire des parallèles i 110 ; puis des points où ces 
parallèles rencontrent AO prolongée , des parallèles à OB; l’on formera une 
suite de 6 gures ADI’I, AEQK, AERL, qui seront tomes des carrt»; attendu 
que les triangles AIP, AKP, ALR, etc. étant cquiangles au demi-carré 
AlIO, sont des demi-carrés; que les triangles ACP, ADQ, A£R, etc. étant 
équiangles an demi-carré ABO, sont aussi des demi-carrés; que de plus, les 
demi-carrés de la première Je ces suites , ayant un à un même diagonale 
que les dèrai-cirrés de la seconde , forment avec eux autant de carrés com- 
pleu ACPI, ADQK , AERL, etc,, auxquels joignant ABOU, les côtés de 
tous ces carrés sont entr’eux curante les nombres 1 , 3 , 3, 4, 5 n 

Cela poM, si sur ceux de ces côtés qui sont en dedans de l’angle HAO^ 
l'on porte AB autant de fois qu’il se pouira; les exliéutités de celte droite 
marqueront sur chacun d’eux , un nombre de points supérieur de l’unité au 
nombre de fois qu’elle aura pu y être portée ; de sorte que mettant k la 
tète de tous ces nombres l’unité, comme représentative du point A; l'on 
formera la suite 1 , 3,3,4, 5...,.n , dans laquelle n désigne le nombre de 
points marqués sur le côté du (n-i)"' earré. Il en sera de même des poiiii„ 
marqués sur les côtés <pie renferme l'angle BAO; leurs nombres respectifs, 
précédés de l’unité représentative du point A, formeront la suite 1 , 3 , 3, 

4, ô n , et la totalité des points marqués sur les côtés des n-l carrés 

ABOH, ACPI, ADQK, etc. se trouvera dans le double de la progression 
1 , 3, 3, 4, 5..../I, moins/], vu qu’à défaut de celte soustraction, les n 
points marqués sur la diagonale AO, se eompteroienl deux fois au lieu d'une. ^ 

Mais 3(i-4-3-(-3-l-4-|-5 ho) — n=a X — n—nn; donc nn représente 

la somme des points marqués , comme il a été dit , sur la surface d’un 
rarré, qtii en porte n sur son côté. Voilà pourquoi les nombres de la suite 

1 , 4 , 9 , 16 , s5 nn, dont na est le terme général, ont été appelés 

nombres carrés, A quoi il faut ajouter qu’on a donné à /« le nom de c6US 
cIc nn, parce qu’il indique le nombre des points qui sont rangés sur le côté 
du carré qui en porte nn sur sa surface; de sorte que les nombres 3,5, 
4, etc. sont en porticiilier et respectivement les côtés de 4, 9 , 16 , etc. 

Présentement, a&u de préparer le ^développemenl de l’idée générale des . 
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nombres polygones; soit ABCD...,. (fig. 98), un polygone r<!giilicr de m 
côtes ; si après avoir prolonge , tant ceux ilc ces côtes <jni renferment l’angle 
A, tpte les diagonales tpii parlent dn somniet de cel angle; on prend, sur 
AB prolongé, nnc longncur AG pins grande tpt’Alî , et (|ue dtt point G, 
l’on tire GH parallèle à BG; dn point H , 111 parallèle à CD ; du point I , IK 
parallèle à DE; lit enfin du point K, KL pariJlèlu è EF; ie polvgone AGlllKL 
sera régulier, cl de même nombre de côtés <pie le polygone ABCDEF : car 
les triangles GAH , HAÏ , lAK , KAL, ayaiitlcnr sommet en A, comme les 
tiiangles BAC, CAD, DAE, EAF, et les bases des premiers élatit parallèles 
une à line aux bases des seconds; ceux-là sont rcspcclivemenl e'tjniangics à 
ceux-ci; d’oii il suit déjà, que lus polygones AGlllKL, ABCDEF , ont même 
nombre de côtés et sont éqniangics eiitr’ctni. Quant à la grandeur de leurs 
côtés ; remarquez que les deux suites de triangles, GAH, HAl, lAK , KAL; 
BAC, CAD, DAE, EAF , sont telles, que les premiers de ebaqiie suite, 
savoir GAH, BAC, ont deux côtés coiTCspoiidans AH, AC, qtii sont aussi 
côtés coiTcspoiidans des deux seconds HAl, CAD; que les deux seconds 
ont deux côtés correspundaus Al , AD , qui sont aussi correspondans des 
deux troisièmes lAK, DAE, et qu’il en est de meme des deux troisièmes 
par rapport aux deux quatrièmes, et ainsi «le suite; cnsortc que les côtés 
de tontes ces couples de triangles, sont en même rapport que les c«>tés de' 
la première couple, c’csl-à-dii e, en rapport d’AG;AB ou de GH'.BC, cl 
«pie c’est dans ce rapjiort même, que les côtés du polvgonc ACilHKL sont 
aux côtés dn polvgonc ABCDEF; que par cous«’'qucnt , ABCDEF étant éipû- 
laléral, AGlllKL l’est aussi. Mais il a été démoiilré que celui-ci éloit équi.nigle 
à ccliii-là, et qu’il av«»il autant de côtes que lui, donc puisque par suppo- 
sition, ABCDEF est un polygone régulier de m côtés, AGHIKL est aussi 
un polvgonc régulier «le m côtés. 

Cela posé, soit ABCDE (fig. 99), un pentagone régulier : Si après a'.dir 
prolongé iiijéfinimeiil scs deux diagonales AC, AD, et ceux de scs côtés 
AB, AD, qui forment l’angle A; l'on porte sur le premier «le ceux-ci la 
longueur, AB, un nombre de fois n , et «pte des points de division, l'on tire 
«les p.irallèles à ED; puis des points où ces parallèles renronlrent A Y des 
pa. allèles à DC; et enfin des points où ces secondes parallèles rencontrent 
■ AZ, «les parallèles à CB; l’on tracera une suite de pentagones réguliers AFQRL , 
AGSTM, AH^'XN etc. dont les côtés seront dans la progression des nombres 

1 2,3,4, 5 n; ensorte qne portant AB sur ces côtés mêmes, autant 

de fois qu’il sc pourra, les extrémités de celte dr«Mtc mar(|ucrnnt sur chacun 
(Veux, un nombre de" points supérieur de l’unité au nombre de fois qu’elle 
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anrj pn y être poru'e , et fpie niellanl le point A à la tête Je ceux qui te 
f trouveront sur les angles EAD DAC, CAB; la suifacc de chacun d’eux en 

portera l-)-a-f-3+4-4-5 |-n— ^ Mais les points semés sur le pen- 

tagone dont le côté contient A‘B,n fois, sont en môme nombre que les points 
semés sur les angles EAD, DACrCAB,- moins ceux qui sont cornniuus à res 
angles-inénies , lesquels se trouvent en iioinbrr n sur chacune des diagonales 


AD , AC prolongées ; donc 3 X 


r»(»-f i) 


rt[^n — i) 


— an— 7 — 7 — ‘est le terme général de la 
n(Sn — i) 

I. 3 


et les 


snrie dos nombres pentagones i-,. 5, 13,. 3», 35, 5l — 

côtés respectifs de ces nombres sont r, 3, 3, 4, 5, G -'-n. 

Maintenant , pour trouver les termes généraux de tonies les suilos de nombres 
figurés, reprësontoiis-nons d’abord un polygone régulier de m côtés; semons 
ensuite sur sa surface des points, comme nous venons d’en, semor sur la surface 
d’un pentagone régulier, et consiiléions : que du sommet d’un des angles d’un 
polygone de m côtés, on peut mener dans ce polygone m — 5 diagonales; que 

cos Jiaqjonales le partagent en rtl — 3- triangles; que chaque triangle porte 

points sur sa surface; que par conséquent tons ensemble en portent ” 

X (m — a), que de plus, la somme des points semés sur ccs irlaiigles, sur- 
passe la somme des points semés sur le jiolvgonc , de tous ocnir qui sont sur 

les diagonales qn’on y a tirées. D’où il stïil que x (m-~a ) —n(/n — 5) 

(m — a)nn — (m — 4)n , . . ... 

= — , est la somme des points semés sur lopolvgono, et p.ir- 

laiil, que cette somme est le terme général des suites de nombres polvgoncs 
ou figurés quelconqnes , c’esl-à-dirc , que si l’on y substitue à m les nombres 
5, 4, 5, 6, etc., elle donnera successivement , le terme général, dc.la suite 
des nombres triangulaires , de la suite des nombres carrés , . de la suite des nom- 
bres |>enlagonci , de celle des nombres liex.agones,- etc. 

Rcinarfpious à présent , que ces substitutions font passer cette'soramc par les 


valeurs 


« (n-b » ) n (.^n — i ) 


, n (an — i ) ; que les li4iû premières sont effec- 


tivemcnl celle.» qui ont déj.à paru comme termes généraux dès suites, des nombres 
triaiigiilaii'Cs , des nomlircs carrés, et des nombres pentagones; que par rapport 
jt la quatrième n (an — i), qui doit représenter le terme général de la suite des 
nombres hexagones ; nous n’en axons jias fait, comme des précédcEncs, le sujet 
d’une recberebe particulière; mais que le résultat de la recherche géné.ale ,* 
confirmé par son accord avec les résultats de trois recherches particulièies , 

' m: 


6i 
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BO<is gurantii son exaciitude. Aussi ne l’.-ivons-nous ajouté aiiT trois termes qui 
Je précèdent , qu’afin de remarquer encore , que les tenues impairs , séparés 
des termes pairs de la suite des uomjjres triangulaires, com|>osent toute la suite 

des nomjtres hexagones : car si dans , terme général de la suite des 

nombres triangulaires, on ne subsiitiie à n que des nombres impairs aK — i, 
ce terme général prend la l'orme K (aK, — i), qui coïncide avec n( an — i), 
forme du terme général des nombres hexagones. Mais eu voilà assez sur les 
nombres ligures ou polygones; revenons aux polygones mêmes, et développons 
ceux de leurs rapports au cercle, qui se présentent le plus naturellement. 

THÉORÈME XLIU. 

B.'ia/. Tout polygone régulier est intcriplible et circontcriptible au cercle. 

Soit ABCDEF (lîg. loo) un polygone régulier quelconque : afin rpi’il soit 
■nscriptil)le, il faut que le centre du cercle circonscrit, soit à égale distance des 
sommets de tous scs angles; il faut en particulier qu'il soit à égale distance des 
points A, B, C , ce qui le place à rinterseclion O, des perpendiculaires PO,QOf 
élevées, Tune sur le milieu d’AB ; l’autre sur le milieu de BC; attendu (pie hors 
de ces peqiendiculaires, il n’est aucun point sur le plan ABC, qui soit à égale 
distance des points A , B , C. Reste à savoir, si tenues les droites OA, OB, OC, 
OD,OE,OF, tirées du point O aux extrémités des côtés d’ABCDEF sont 
égales? 

Or les trois premières sont égales par construction , donc les tnangles AOB, 
BOC sont isoscèles et peuvent convenir par trois côtés respectivement égaux; 
donc leurs angles à la base sont égaux; donc OBA , OBC , OCD , sont autant de 
moitiés de l’angle du polygone ; donc les triangles OBC, OCD peuvent con- 
venir, 'par deux côtés respectivement égaux et l’angle compris égal à l’angle 
compris; donc COD est isoscclc comme COB; et ainsi de suite , tous les trian- 
gles AOB , BOC , COD , DOE , EOF , FOA , sont isoscèles et peuvent convenir; 
d’où il suit que le point O est à égale distance des sommets de tous les angles 
d’ABCDEF, et partant , que ce polygone est inscriptible au cercle. Quant à ce 
qu'il soit circonscriptible ; c’est ce ipii résulte de la coiiveuance et do l'isoscé- 
lisnie des triangles AOB, BOC, COD, etc. : Car les perpendiculaires OP, OQ, 
OR , etc. abaissées du point O sur les bases de ces triangles, étant toiitss égales; 
si avec l’une comme rayon , et du point O comme centre, on décrit un cercle, 
il toucliei-a tons les côtés d’ABCDEF n “ 7g; par conséquent , nul doute, que 
ce polygone actuellemem circonscrit, ne soit circonscriptible. 

f 


m ~ . 
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a.*iaS. Contiquence» i. a. De ce que le point O (Cg. loo), centre du cejjfle cfr- 
conscri|Hil)le au polygone régulier ABCDEF , est sur rinlerseelioii des pcrpeii- 
dicnlalres PO, QO, élevées, l’une sur le milieu d’AB; l’autre sur le milieu de 
BC; il suit , qu'eiclusiveroent i tout autre point du jilan de ce polygone , le 
point O est le centre du cercle circonscriptiljle. Mais de ce qtjc cc point O est 
sur rinterseelion des droites OB, OC, qui cotqient en deu» égulenicut les angles 
B, C, d’ABCDEF, il suit, qu’excluslvement à tout autre point du plan de ce 
polygone, cc même point O, est le centre du cercle inscriptible ; donc le 
centre du cercle inscriptible., coïncide avec le centre du cercle circonscrip- 
tible à un polygone régulier. Et finverse n’est pas moins vraie , savoir , que 
lorsque le centre du cercle inscriptible coïncide avec le centre du cercle 
circonscriptible d un polygone, ce polygone est régulier ; attendu que de 
celle coïncidence if réstdte , que tous les triangles AOP, BOP, BOQ, COQ, 
COR, etc. peuvent comciiir, par deux côtés rcspeciîvemenl égaux, et on angle 
dfroil non compris entre ces côtés; que par conse'quenl , tant les demi côtés que 
les demi angles du polygone, sont égaux, et partant, qu’il est régulier. 
n.*'i 29 . Conséquences. '5. Quand un polygone régulier ABCDEF (fig. lOo), est 
circonscrit an cercle , nous venons de voir que tous les triangles AOP, BOP, 
B(XJ,COQ,COR, ete. peuvent convenir, par deux côtés respectivement 
égaux et un angle droit non compris entre ces^ côtés ; par eonséqneni , les 
points de contact d’an polygone régulier circonscrit , sont tosts au milieu 
de ses côtés: Et récipro<[uenient, lorsque les points de contact' d’un polygone 
circonscrit , sont tous au milieu de ses côtés, ce polygone est réguliers 
aucndii qn’alors tous les triangles AOP , BOP , BOQ, COQ, COR , etc. pen- 
veiil convenir, les uns AOP, BOP, par un angle droit et l’égalité respective de 
leurs côtés autour de cet angle ; les autres, BOP, BOQ, par deux côtés res- 
pectivement égaux , et tm angle droit non compris entre ce» côtés ; d’où il 
résulte que , tant les demi côtés que les demi angles du polygone sont égaux, 
et parlant , qu’il est régulier. 

THÉORÈME XL IV. 

n’xZa'.Un polygone régulier étant inserit au cercles si par les sommets de ses 
angles en mine des tangentes , elles forment un polygone régulier eircons- 
crit , de mime nom que l’inscrit. 

Soit ABCDEF (fig. toi) un polygone régulier inscrit au cercle ABC : si par 
les sommets de ses angles, on mène les tangentes GU, 111, IK, etc. , elles 
* forment GHIKEM , polygone régulier circuuscrit , de même nom que ABCDEF : 
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»r les cordes égales souieiidant des -arcs égaux, et i’nngle du segment «yant 
pour mesure l’arc du segment ; tous les .triangles AHB , BIC, CKD , DLE, 
EVIF, FGA, peuvent conveuir, par l’-egalité de leurs hases, et des angles sur 
leurs h.ises; d’où U suit que tous les potnu de conuct du polygone GlllKLM, 
sont au milieu de ses côtes , et paruiit, que c’est un polygone régulier cii cous- 
crit , de môme nom que l’inscrit. 

THÉORÈME XL V, 

n.* i5i. Vn polygone régulier étant circonscrit; si d’un point de contact au suivant, 
on tire des cordes ; elles ferrtiettt un polygone régulier inscrit , de même 
nom que le circonscrit,. 

Soit GHÏKLM (Dg. loa ), un polygone régulier, rpii touclicle cercle ABC, 
par lespoinis A, 3 ,C,D, E, F ; les cordes AB, BC, CD, DE , EF , F A étant 
tirées , forment ABCDEF, polygone inscrit et régulier ; car tous les points de 
eontact de G 1 HK.LM , étant au milieu ale scs côtés u". 129; tous les triangbs 
AHB, BIC, CK.D, DLE , EMF, FGA peuvent conveuir, par l’égalité respcciric 
de deux côtés et de l’angle compris entre ces cotés; d’où il suit que tous les 
côtés d’ARCDEF sont égaux. Par rapport ensuite à scs angles : comme ils sont 
lou* à la circonférence, cl que les cordes égales soutendent des arcs .égatii; 
leur égalité est aussi démontrée, et partant, ce polygone est régulier, cl de 
xuôme nom que GUIKDM. ' 

B.“i3a. JConséquence. Il suit immétlialcment de ce tlicorèrae, que lorsqu’un poly- 
gone régulier est circonscrit , il y a égalité entre tous les arcs qui s’étendent 
depuis un de ses points de contact ,çtu point suivant, 

THÉORÈME XLVI. 

n.» i 3 S.Z,es contours des polygones réguliers de même nom sont entr’eux , et comme 
les rayons des cercles inscriptibles, et comme les rayons des cercles cir- 

conseriptibles à ces polygones. 

» 

Soient ABCDEF , abedef,, (fig. 102), deux polygones réguliers de n cotés : 
si du po'mt O, centre du premier, onjllrc OA, OB., aux sommets de ses angles 
A, B, et qu’on abaisse sur AB, la perpCBdiciilaire OP; on verra dans OA le 
rayon du cercle circonscripùble , et dans OP , le rayon du cercle inscriplible 
à ce polvgone. De même, si du point o , centre du seeoiid polygone , on tire 
ea , ob, aux sommets de ses angles a, b, cl qu’on abaisse op, pgrpendîpulaiçe 
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sïir àb ; l’on verra dans on le rayon du cercle circonscriptible , et dans op , le 
rayon du cercle inscriptiJile à ce |>olvgoiic. Conslddraiil alors que les triangles 
AOP, aop sont tous les deux rectangles, et que leurs angles correspoiidana 
O, O sont mêmes sousmulliples de toute la quantité angulaire autour d’un point 
sur un plan; on .en conclura que ces triangles sont éqniaiigles ; que par consé- 
quent, OA ’.oa = OP : op = AP : o/j t= an X AP I an X ap ; et partant , (|ue 
an X AP, an X ap contours d’ABCDEF, abedéf, sont entr’enx comme les rayons 
OA , oa des cercles circonsciiplibles , et comme les rayons OP , op des L'ercics 
inscriptilrics à ces polygones. 

Obtervalion i. Si du centre O d’un cercle ABC (lig. io3), fon mène 
d TA tangente de ce cercle une sécante OS/ la partie BS de cette sécante ^ 
qui se trouve entre le cercle et la tangente ^ est plus petite qu’ AS, tangente 
de l’arc déterminé par la sécante; Car tirant la corde AB, les angles à la 
base du triangle Isoscèlo AOB sont aigus; d’où il suit qu’ABS, angle de suite 
d’OBA, est obtus; que par conséquent AS est le plus grand côté du tiianglu 
BAS ; et partant , que BS<|AS. 

n*i35. Observation a. Si du centre 0 A un cercle ABC (lig. io4.), l’on lire des 
rayons OB , OC, OD , etc. au travers d’une corde quelconque AF-, les 
parties de ces rayons , qui se troievenl entre la corde et tare , savoir hB , 
cC, dD , etc. sont toutes plus petites que ta demi-oorde MF: Car i.® Je 
rayon 0£, qui passe parle milieu M de la corde AF, étant perpeudiculaire 
sur cette corde; la demi corde MF, est moyenne proportionnelle entre les 
parties EM, MG du diamètre EG ; par conséi[ueiU EM est plus petite que MF. 
a.^ OM, perpendiculaire sur AF, u'élaut pas si grande que les obliques Ob , 
Oc, Od, etc. il s’ensuit que ME est |>lus grande que AB, cC , dû, etc. Mais 
IklE est plus petite que MF ; donc AB , cC , <1D, etc. sont plus |reliles que Ali'. 
Douq les parties de rayons, comprises entre un arc et sa corde, sont plus petites 
.que la moitié de la corde. 

THÉORÈME XL VIL 

■.*i36. C’n arc AMB (Gg. io5), moindre que la demi-circonférence, «et plus 
grand qiu sa corde AB , mais plus petit que la somme des tangentes 
AT, BT , qui partent de ses extrémités et se terminent d leur peint de 
concours. ' 

Pour démontrer ce tbéorème , j’observe d’abord que le rayon OM (Eg. lo5), 

' abaisse du. centre O perpendiculairement sur AB, partage au jioint M , l’arc 
AMB en deux également et que les cordes AM, MB prises eoseiuble, 
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Mirpassent la corde AB. J’observe cosiiiic, que les rayons Oa , Oh, tires du 
centre par les inilleux a, b, des arcs AM, MB, partagent aussi ces arcs tu 
deux egalement, et (jiie les quatre cordes Au, aM , MA, AB, sont plus grandes, 
prises ensemble , que AM -f- MB , et par conse'queot qu’AB ; de sorte que subs- 
tituant à AB successivement a, 4, 8 , l6 a* cordes égalés; la somme des 

cordes snlistitiiees surpasse de plus en plus AB. 

Maintenant, si an moyen des divisions de l’arc AMB en a, 4, 8, i6 a» 

parties égalés, on substitue d’abord aux deux tangentes AT, BT, (piatre tan- 
gentes égalés AS, SM , MV, VB; puis huit tangentes égaies Ac, ca, ad, r/M, 
Me,*A,A/,/B; et ensuite seize , trente-deux , et ainsi de suite ; il est évident 
qu’après la première substitution, l’on aura a* tangentes égales; qu’ajirès la se- 
conde on en aura a*; qu’apres la troisième, on en aura a' ; et qu’en général , après 
ian‘^ on en aura a'”l'‘. Mais deux côtés d’un triangle sont plus grands ipie le troi- 
âcme; donc la somme de ces a*~l'‘ tangentes, sera phu petite que les deux tam 
gcntesAT,BT, plus grande toutefois que les accordes substituées àla corde AB. 
A mesure cependant qu’on double et redouble le nombre des tangentes et le 
nombre des cordes, la longueur de chaque corde et de chaque tangente diminue 
au-dessous de toute longueur donnée : car si elle ne diminuoit pas au-dessous 
d'O/n , par exemple ; il s’ensuivroit qn’aprcs le nombre n de duplications , la 
somme des tangentes seroit au moins égale à a"'!’ ' X Om , et celle des cordes , 
à a” X Om; que par conséquent, le nombre n étant illimité, les longueurs 
3*+' X Om , a* X Om, seroient aussi Illimitées; ce qui répugne à l’observation 
faite plus haut , que la somme des a" cordes est plus petite que la somme des 
QU-l-> tangentes , et que cette dernière est moindre que la somme des deux tan- 
gentes primitives AT , BT. 11 est donc im|)ossibIe que la longueur de cliatpie 
corde et de chaque tangente ne diminue pas au-dessous de toute longueur 
donnée , et qu’ainsi les cordes d’une part , et les tangentes d’autre part , ne 
finissent par former une ligne courbe ; attendu que dans la chaîne des unes , 
comme dans la chaîne des autres, il n’y a finalement rien qui soit rectiligne. 

Quelle est donc cette ligne courbe ? En réponse à cette question , j’observ e 
que jiar le n.* l35 , les points par Icstjuels les cordes s’éloignent le plus de l’arc 
AMB, n’en sivnt pourtant pas distans de la moitié d’une de ces cordes; et que 
parle n.* i54, les points par lesquels les tangentes s’éloignent le plus de l’arc 
AMB, n’en sont pourtant pas distans de la longueur d’une de ces tangentes ; 
d’où je conclus que , puisque ces cordes et ces tangentes diminuent au-dessous 
de toute grandeur donnée; à plus forte raison, peut-on en dire autant de ces 
distances; que par conséquent, la cliaîne des cordes, comme la chaîne des 
tangentes, finissant par coïncider avec l’arc AMB; cet arc est la courbe deman- 
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dce; el partant, qn’il est plus grand que l'ime quelconque des chaînes de 
cordes , et plus petit que l’une quclcnui|ue des chaînes de tangentes : c’est-à- 
dire, qu’il est de grandeur nioyeinie enu-e la première corde AB, elles deux 
premières langeuies AT , BT. 

Autre démonstration. Lorsqu’après avoir coupé en deux egalement un arc 
AMB = A (Gg. io 5 ) , on coupe ses parties , puis les parties de ses parties , et 
ainsi de suite ; eu deux egalement ; les arcs re'sultans de ces bisections succesnves, 


composent avec A la progression convergente A,jA,^A - A , — A 

et les cordes de ces arcs forment la progression C , C* , C" , O"—') , Ct") 


qui converge aussi, mais moins vite que colle des arcs; attendu qu’AM , MB, 
cordes des moitiés d’un arc AMB , étant égales entr’elles , el plus grandes , 
prises ensemble , qii’;VB , corde d’AMB ; chacune d’elles surpasse 5 AB. 

Par rapport aux tangentes couplées aT, aT, aT’, aT("~ 0, aT("), 

qui eml>rassent les arcs A,5A,|A, A; 

la suite qu’elles forment , est plus convergente que celle des arcs correspondans : 
car TA , TB , qui embrassent Parc AMB , sont plus que douilles des tangentes 
VB, VM, qui embrassent la moitié de cet arc; attendu que TV, livpothénuse 
du triangle rectangle TMV, est plus grande que VAL, Pun des attires côtés de 
ce liiaogle. 

Puis donc que Parc A diminue dans la progression des nombres 1 , J , j j , 

, etc. tandis que la corde C diminue en progression moins convergente , et 
qu’après même nombre de diminutions , ces deux quantités se réduisent à 
zéro ; il faut que , dans l’origine , A fût plus grand que C ; c’est-à-dire , qu’un 
arc moindre que la demi-circonférence soit plus grand que sa corde. D’un autre 
côté, puuqu’A , diminuant dans la progression des nombres 1 , j, 4- , , > tV > ; 

aT diminue dans ime progression plus convergente , el qu’après môme nombre 
«le diminutions , ces deux quantités se réduisent à zéro ; U faut que , dans 
l’ongiue , aT fût plus grande qu’A , c’est-à-dire , que les deux tangentes , 
qui embrassent un arc moindre que la demi-circonférence , sont plus grandes 
que cet arc. 

Conséquence, Le seul arc duquel il ne soit pas démontre qu’il est plus grand 
que sa corde , est le demi cercle ; mais le demi cercle peut se partager en 
deux ares , et chactm d’eux est plus grand que sa corde ; de plus ces deux 
cordes sont plus grandes que le diamètre ; donc le demi cercle est plus grand 
que le diamètre ; donc un arc quelconque est plus grand que sa corde. 

Observations 1. a. Lorsque deux tangentes parlent des extrémités du 
même diamètre, elles ne se rencontrent pas j mais lorsqu' elles partent des 
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extrémités d'une même corde , plus petite que le diamètre j elles se rencon- 

n." i 3 S. irent ; Réciproquement , lorsque deux tangentes , qui partent des extrémités 
de la même corde, ne se rencontrent pas , cette corde est un diamètre; mais 
lorsque les deux tangentes se rencontrent, la corde est plus petite qu’un 
diamètre. 

En cffel , les tangentes DT , ET (fig. 106), qui partent des exlre'milés du 
diainùlie DE , étant l'une et l’autre perpendiculaires à ce diamètre , elles 
sont parallèles, et par consécpient , ne se reiicoulrent pas; mais les tangentes 
AS, BS, qui partent des extre'mités d'AB, corde plus petite que le diamètre, 
faisant Kuno et l'autre sur cette corde un angle aigti u.'' 89; se rencontrent. 

- Réciproquement, les tangentes DT, ET, qui ne se rencontrent pas, partent 
des extrémités d'un diamètre , vu que si elles partoient des extrémités d’une 
corde plus petite que le diamètre, elles se rcucontrcroient : donc les tangentes 
AS, BS, qni se rencontrent, partent des extrémités d’une corde AB, plus 
petite que le diamètre , puisque m cette corde étoit égale au diamètre , elles 
ne se rcncontreroient pas. 

n.°i3y. Ajoutons que , lorsque deux tangentes se rencontrent, la corde tirée du 
point de contact de l’une, au point de contact de l’autre , partage la circon- 
férence en deux arcs, l’un plus petit, l’autre plus grand que la demi- 
circonférence , et que le premier est plus près que le second du point de 
concours des deux tangentes. 

THÉORÈME XL Vin. 

B.’ l io. ^ ^t'c de courbe quelconque , est plus grand que sa corde. 

Quel que soft l’arc de courbe AMB (fig. toT") , dlviset-le d’abord en deux 
également au point M ; et les droites AM , BM seront plus grandes qu’AB. 
Diviser, ensuite en deux également les arcs AGM, MHB, et des extrémités de 
ces arcs , lirez à leurs milieux respectifs les quatre droites AG , G.M , Mfl , HB, 
lesquelles prises ensemble seront plus grandes que les deux précédentes AM 
MB , et à plus forte raison qu’AB. Divisez ainsi successivement et sans fin 
les pai lies de l’arc AMB , en deux également , et des extrémités des arcs 
tésiillans de ces divisions, lirez des droites au milieu de cliaciui d'eux; la 
sonmie de ces droites surpassera de plus eu plus la corde AB. 

Fuites à présent réflexion , que l’arc de courbe AMB, est d'une longueur 
finie ou infinie : que si elle est infinie ; elle surpasse évidemment la corde 
AB : que M elle est finie ; chaque biseciion réduisant les parties de l’arc 
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ù leilV moiiie , xtoe siiiie illimilee de biscciioiis , les icdiûra au-dessous de 
toute grandeur douiite, c’est-à-ilirc , à ïcro. Fuites de plus rctlcxion , que 
les extrémités d’im arc tscro se louclient ; que par ounséquent , le» droite» 
qui tle ces cilrémilés vont au iiiUicu de l’arc ,.ii’ont rien qui le» distingue 
de l’arc nictue , qu’elles coïncident arvcc liti ; e-t partant , que par une suite 
de |)rcuVos , tirc*ês dé ce que deux côtes d’uh triangle sont plus grands que 
le troisiciiic , il u’i»t aucune des cliaînes de cordes, nienccs dans l’arc AMB, 
qui UC soit plus grande qii’AB corde de cet arc , et que ces chaînes étant 
«Fautant pliis longues, qu’elles sont composées d’un pliis grand nombre do 
parties ; l’are ÂMB,.qiii est celle qui ca coulictet le plus, est |iliis grand que 
sa corde AB. , 

Ajontez que cette proposition generale, un arc dé courb'e est plus grand 
que sa corde , coïncide avec celle-ci , la ligne- droite est la plus courte qu’on 
puisse mener d’un point à un autre sur un plan.- 

jiutre démonstration. Le ibéorèmc'qtii-sioat d’ôtre dcDiOot|-c dircctfement, 

SC démontre iudiroctemont , en faisant voir, .qu’il est inipo.»si|>le qu’une ligne 
courbe soit- la - pliis courte entre denx points sur un plan.- ^ 

Supposé en effet, que la courbe AMB (fig. lo8),.soit la’ plus. courte des- 
lignes qu'un puisse mener du point- A au point B , stn le plan A KL : si .apres, 
avoir lire la droite AB, l’on prend hors de cette droite un point M sur lar-ourbc 
.AMB<, cl qu’on y mène les droites AM, BM ; elles fornicroul .avec AB un 
Iriaugle AMB, et cliaciiiio d’elles soulendra un arc d’AMB. Or l.‘ faisant 
louiaicr autour du point A la droite AM avec l’arc AKM , pisqu’ù ce que cette 
droite et ccl arc arrivent, l'une en AO, l’autre en AKD : S." faisant tourner 
autour du point A la- droite BM avec l’arc BIJM, jus<|n’à ce que cctic droite et 
cet arc arrivent , l’une en BC , rautre en BLC j les points C, D, tomberont sur 
AB en laissant entr’enx- un intervalle CDj égaLà: l'excès des côtés AM t-BM 
sur le côté AB du triangle AMB; de sorte- que l’are AKD =1: AKM^ coupera 
en un point l’arc CLB = MLB, et que la courbe AMB ,■ qu’on - sUfpposoit 
plus courte qne toute ainre ligne tirée d’A en B , sera pourtant plus grande 
rpte la somme des arcs AKN', NLB ; qne par coneéquent , une ligne ccmrbe 
qiielcom|ne , n’est j.tinais la pins court» des lignes qu’oB puisse- tirer d’ub point 
à un autre sur un plan.- ' 

Dlra-l-on, qu’il sc pourroit que la courbe •A'MB’( fig. 109) , futteÀe , qne 
l’arc BLC tombât d’un côté de la droite AB, tairdis que l’atc AKD toiliberoil 
de l’autre, et qn’alurs , ces arcs ne se cotipam pas, il n’y anroit plhs lien à dire » 
qu’une partie de leur somme fôt pins petite qu’.\ MB ? Mais repliant alors la 
moitié dn plan qtn est ao-desÉous d'AB, sur celle qui est au-déssu.e, l'arc 

» 2 ' 
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BLC tonibei'üit du mûmo cùle qu’AKD ol le couperotl on nn point N; par 
cooseipiciit dans ce cas , comme dans le precedent , il sei oit démontre , 
que la coiu'be A)1B , u’est pas la ligne la plus courte qu’on pût ürer du 
(uiiul A au point B. 

THÉORÈME XLIX. 

B.* I il! Z>a circonférence (tu cercle eut moyenne entre les contours de deux poly~ 
' ^ goncs guelt;on(jues , f un inscrit , l’autre circo/técril. 

J’aurai ilémontré ce diéoromo, si je fais voir d’un côté , que la circonférence 
est plus grande que le contour d’un polygone inscrit quelconque ' et d’un autre 
côté, qu'elle est plus petite quele contour d’un polygone circonscrit qnelcompie. 
* '■ 'Or pi'eimcredienl , le contour d’un polygone insciit est formé par des cordes: 
La circonférence est coraposée d'arcs en nombre égal à celui des ces cordes: 
, Chacun de ces arcs-est plus grand que sa corde: Donc la circonférence est plus 
gramle que le contour d'ini polygone inscrit quelconque. 

Secondement , le contour d’un polygone circonscrit est formé par des tan- 
gentes : Ces tangentes touchent toutes le cercle par lui de leurs points inlci^ 
niédiaires ; Ces points partagent la circonicrcnce en autant d’arcs que Je 
' polygone a de côtés : Chaciui de ces arcs est plus petit que les t.yiigcnles qui 

panent de scs exti-émités et concourent l’iuie avec l’antre n.° l56 ; par cob- 
séipirnt la somme des tangentes qui forment le contour du polygone, est plus 
grande que la somme des arcs qui forment la circonfcrencre. 

THÉORÈME L. 

n.* I i-j. Il y a tels polygones réguliers de même nom, l’un inscrit, Vautre circonscrit, 
f/ua la différence de leurs contours est plus petite qu'aucune longueur 
donnée. 

‘ t • 

ABCDEF , aicrfe/'(fi". iio), sont deux polygones régulicrs de n côtés ; le 
premier cii'conscrit an cercle abc j le ‘second inscrit au même cercle , en 
tirant des cordes depuis chaque point de cotttacLau point do contact suivant 
-, . d’ABCDEF. Cela posé, si du centre O du cercle abc, l'on tire Or par le 
, niilieii P dé la corilc nôj ce rajon fera lui angle droit avec celle corde , 

. I, et sent le rayon du cercle inscn|>tihle au polygone ABCDEF, tandis qii’O/t , 
, -■ pj’miç dos parties de ce rayon, sera le rayon du cercle insoriplible au polygone 
,abcdgf, et que pr, son uuuc paryic,^cra la diiférence de ces deux rayons. 
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Mai» on peu» uiignicoter à volonté le* nonibrc n îles côtés des deux polvgniics, 
«t diminuer ainsi ces eûte'» juscpi’â ce <|u'il» soient plus petits i^u'aucuuc longueur 
donnée ; donc la longueur pr , toujours |ilus petite tpic lu moitié d’uii de ces 
côtés D." l55f diminue i plu» forte raison jusqu’à devenir [>lus petite ipi’aucunc 

I longueur donnée. 

Keprésentons i.* par G , 1er contour du porygone régulier circonscrit ; 
a." par ruiiilé, le- rayon Or tki cercle inscriptible à ce polygone : 3." par C , 
le contour dn polrgone inscrit : 4.* enfin., par i — pr , le layon du cercle 
inscriptible à ce polvgoiie; il s’ensuivra n.* l55, que G ; C=i ; i — pr/ 
(jiie jwr conséquent, C = G. — G X pr, et partant,, que tonte la diirércncu 
des contours G , C , consister» ^ns le produit 6 X />r. Mais pr, facteur de ce 
produit, peut être réduit à une looguenr pluspetite qu’aucime'kmgueur donnée; 
donc cc produit môme peut ôlro réduit à une lougnenr plus petite qn'aiicmic 
longueur donnée r doue il y a en eflcl tels polygones réguliers de même 
nom , l’mi' inscrit , l’autre circonscrit , rpic la dilTércnco do leurs cbulours est 
plus petite qu’aucune longueur donnée. 

TRÉORÉME LI. 

143. Les circonférences des cercles sont enir’elles comme teurf rayons. 

On vient de démontrer, qu’il y a tels polygones réguliers de n eôlés, l'im 
inscrit, l’antre circonscrit , que la différence de leurs contours est plus petite 
qii’aucime longueur donnée; on a démontré plus liant , que la ciiconféi euco 
du cercle étoU moyeuue , entre le contour d’un polygone inscrit , et le' con- 
tour d’un polygone circonscrit quelconque ; donc la circonférence du cercle 
dÜfère moins, et du cnmoiir d’un polygone inscrit de n. côtés, et du contour 
d’un polygone circonscrit de n côtés , que ces contours ne dilférent l’un de 
l'autre. On sait de plus, que le» contour» dos polygones réguliers do même 
nombro de côtés , sont en même- rapport que les rayons des cercles inscrip- 
tibles ou oirconscriptibles à ces polygones; donc les circonfércuces des cercles 
soroient eulr’ellus comme leui» rayons, s’il éloil démontre,, que deui quan- 
tités , qui ne différent de deux anii'es que par une grandeur moindre' qu’aucune 
grandeur donnée , sont eu même rapport que ces deux autres. C’est pour 
arriver à cette démonstration que nous nous proposons la question, suivante. 

1 44 . Les différences de deux quantités Ay B, à deux autres C, D savoir A — C, 
et B — D étant plus petites qu’aucune quantité assii/nable / on demande s’il 

- est possible, quL\ les rapports A: C :^D soient inéi;aux ? 
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Je ré|>oni]$ qu’il "implique conti-adielion que rcs rapports soient uiégaiix : 
Car si le rapport A ; B , n’etoil pas égal au rapport C : D , il seroil pUis grand 
ou plus petit ; Or dans le proinier cas A : B C ; D , l’on ponrroit Buginenter 
l’aatece'dent C , de telle qiianlûë c , que A ■; B =-G -f- o , I D ; d’où il suivroit 
que A:C-+-c=B;D., c’est-à-dire , qu’une quantité A seroit àC -f- c , 
-quantité plus grande qu’elle , comme une qiiaolilc' £ , seroit à £)^ quantité 
plus petite qu’elle. Dans le second -cas A : B C : D, l’on pourroil aug- 
menter le cousetpient D, de toile quaiitiui d , que A : B = C ; D -f- r/y d’où 
il suivroit que A î-Cs=B :D-(-d, c!esl-à-dire , tpi’mie qunnlitc A seroit à 
C, quantité {dus petite qn’eHc, comme une quantité B seroit à D -4- r/., quantité 
plus grande qii’elic. U est donc dciiiontré que les rapports A : B , C I Ü ne 
peuvent être inégaux : quand les diirérences A — C, B—— D sont plus petites 
qu'aucune grandeur assignable ; donc il est démontré , que les ciroonférencea 
de deux cercles sont enlr’elles comme les rayons de ces cercles. 

Passons à la solution des problèmes suivons , dans le dessein de trouver , 
sinon le vrai rapport de la circonférence au diamètre du cercle , du moins , 
un rapport qui en ajtprochc. 

Problèmes dans lesquels on prend toujours le rayon du cercle 

pour r unité. 

PROBLÈME XX. 

lis. Inscrire et circonscrire au cercle un triangle éfjuiialéral? 

Comme l’énoncé du problème ne donne pas le tiiangle «c|ui]atéiial ABC 
( fig. 111 ) , QU commencera )>pr le couslruirc , de la manière indiquée à la 
fin du n.° 119 : On fera passer ensuite une circonfcrcnce de cercle par les 
sommets des angles de ce triangle .n.° io 5 : EnGn , ou tirera des ttwgentes par 
CCS sommets 11.° 11a, et le triangle ABC, sera un uiangle équilatéral inscrit; 
le triangle DEF , sera un triangle ,é<jui|atéral circonscrit au cercle ii.” l 3 o. 

PROBLÈME XXI. 

i 40 . Trouver les rapports qu’ont au rayon , les contours des triangles 
, iquilatiranx inscrits et circonscrits , /et jspser les limites de ta circonférence 

qui résultent de ces rapports ? 

■Les points de contact du triangle équilatéral Circonscrit DEF (fig. 111) étant 
au milieu de ses côtés , les droites EB , EC sont la moitié des droites ED , 
EF ; d’où il suit que le triangle >BE€, est équtapgle eu triangle DEF , par ua 
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angle commun K, ‘et les côtes autoui' de cet angle proporlioiuiâls aux côtés de 
DEL' J <jtie pat- conséquent , DEF étant équilatéral , BEC l’est aussi. On prou- 
veroit de la môme manière , que CEA , ADB sont éqnikitérniix ; donc les 
trois triangles BEC ^ CFA , ADB sont équilatéraux , et comme chacun d'eux 
a un côté commun avec ABC, ‘chacun d’eux peut convenir avec lui ; par 
«onséqueut le contour de DËE' est double du contour d’ABC. 

Maintenant,, si.du centre O du cerale A.BC, l’on ùre le rayon OB = i , et 
qu’on altaisse OP perpendiculaire sur AB ; OP sera le rayon du cercle ins- 
criplihle an triangle ABC , OB sera le rayon du cercle inscriplihle au triangle 
DEF, et parle ,n.* i33 , OP sera à OB =-l, comme le cootour.d’ABC an 
contour de DEF., c’est-à-dire, commet ;a- de sorte qtie OP = J , BP®~ 
■OB * — OP * = 1 — J- = J , BP = j y'S et AB=|‘^3. Le contour d’ABC 
est donc Sy'ô , et le contour de DEF, Sy'ù ; donc finalement, et 

6)/'3 sont lc.s limites de .la circonférence, qui résultent de l’insciiption et cir- 
conscription du triangle équilatéral. ' ■ 

a.* 14;. Proposition incidente. Un. triangle quelconque ABC ( fig. lia) est 
intcriptible et circorucriptible au cercle. Jl est inscriptihlc , puisqu’on petit 
. faire passer une circonférence de cercle par les sommets de ses trois' angles ; 

il est circonscriplihle , puisque les droites AO, CD , qui parlagcnt sos angles 
A, C, en (leux (igalemcnt , se rencontrent en un point O , équidistant de 
ses trois côtés n.° .56. > • . • 

n.*i48. Seconde proposition incidente. Va cercle ABC {5^. ii5 ), étant donné , 
l'on peut toujours lui iascrire et cb-conscrire un triangle équiangle à un 
triangle donné abc. . . , 

Par rapport à l’inscription*: Flacez au centre du cercle donné , un angle 
, BKC, double Je l’angle a,* laites ensuite sur KC, un angle AKC , double de 

. l’angle b, et quand vous aurez tiré les cordes AB, BC, -CA , ietriangic iuscrit 

! ABC, sera o'quiangle au triangle donné nôc ; attendu que ses angles A, B, 

• étant à la circonférence , sont'^aux anx moitiés des angles au centre BK.O , 

AKC, et par là môme aux angles d’aôc. 

, ■ Par rapport à la circonseriplion (fig. il4) : Prolongez Jtle part et' d’autre 
im dos côtés «redit triangle donné' a ôc ;'..piaoea au centre du cercle donné 
r? . "ABC,' un angle AOB ts^baf, angle de stiite de ônoy faites ensuite l’angle 
BOCsafic,;?, angle- de 'suite de boa’, et quand par les points A ,B,C, vous 
.1 anrez tiré les taiigeniei^ KM , KL, LM, le triangle ciroonscrit KLM, sera 
, -'(<■ «équiangle à,aôc: Car le (|tudrüalèrc KBOA, .ayant deux angles droits A et 
-nia angle K est égahi Kangleide suite' de>’son angloO, c’est-à-Ære^ à bac-, 

•i..p : .«I denpèney le qiiadiiliitére LBOC/ayaa| deux, angles. droiia£ÿ£j son angle 
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L e«t Vgal» l’iingle de suite de son an^leO, e’csl-à-dûe, ù bca. Le triangle 
cireoiiserii KLM a donc deux .angles K,L , «gaux uu à un à deux angles 0, c 
du triangle abc , cl par conséquent lui est «quittugle. 

PROBLÈME XXI l! 

Hy lnêcrirf et circonscrire un carré au cercle j trouver les contours du carré 
inscrit et du carré circonscrit , et poser aiftsi de nouvelles limites d les 
circonférence ? 

Par le centre O do cerefe ABC ( lig. ii 5 ) faites passer deux diamètres AC, 
BD, pcipendiculaires l’un sur l’autre ; tirer ensuite les cordes AB, BC, CD, 
DA, et le qtiadrilalcre inscrit ABCD sera un carre, vu que ses côtés sont les 
cordes d’arcs égaux , et que ses angles sont tous iLiits le demi-cercle. Far 
rapport au carre circonscrit EFGH, vous le formerez en tirant des tangentes 
par les sommets de tous les angles de l'inscrit. 

Reste à déterminer les contours de ces carres : Or on tire celui d’ABCD , 
de cetpie le triangle AOB étant rectangle en O, il s’ensuit que AB* — AO*-(- 
BO* = i i = a , AB r= 2 , et 4 AB = a : On tire celui d’EFGII , 
de ce que l’un quelconque do ses côtés, est aussi le côte' d’un partillélo- 
graminc rectangle , <lans lequel il est opposé à un diamètre ; d’où il suit , 
qu’il est égal à ce diumètre a ; qtte par cousétpieiil , la somme des eûtes du 
(xtrré est égale à 8 ; et partant, que les limites que l’inscription et la cir- 
couscription du cane au cercle , donnent à la circonférence , sont a et 8. 

Proposition incidente l. Dans tout quadrilatère inscriptible au cercle, 
la somme des angles opposés , est égale à deux angles droits ; et récipro- 
quement ,' lorsque (a somme des angles, opposés d'an quadrilatère , est 
égale à deux angles droits.,- ce quadrilatère est inscriptible au cercle. 

, Un quadrilatère ABCD (lig. 116) ne'peutctre inscriptible à moins qu’il u’y 
ait'Utie cii'oenl'érenoe de cercle. ABC, qui passe par-lés soniracts de tous ses 
angles. Mais ceux de ces angles qui sont opposés , savoir , A , C d’une part , 
et B , D d’n nti;e pari ,' sont k Ja sirconfércnce , cl insisicnt cnfeinblQ sur tout,c 
la' oirconféi'cuce ; donc leur soiUnie est égale à deux angles droiis. .1 
! RéciproqueoKBl', les angles A-, C d’ulie part , et les angles B'^ D d’autre 
'part , étant supposés égaux à deux droits ; si l’on fait passer une c'ircoAférencc 
ide cercle par les sommets A, D, .C de trdis de ces ongles', elle passe néces- 
- aaireméns. |Hir le somiuct' fi du M)Haueiénae : Car à elle .passoje-en^ssous , 

I- eo P par excmjde jil’angle . APC serait plus grand que. l’angle lABC if Si elle 
posait eia-dessu», en.-Q , pne /eyutiplc., FangU ÂjQCisyixMlèLpltMi petit cpie 
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TaiiglB AOC n.* 111. Or dan* le premier cas, la somme des angles P, D du 
qiudiilatère inscrit APCD , seroit plus gi:uule que deux angles droits : Dans 
le second cas, la somme des angles Q , D du quadrilatère Inscrit AQCD, 
soroil plus petite que deux angles dioils ; ce qui est impossible. 

Prop»siÜan incidente a. Lia somme de deux des côtés opposés d’un qua- 
drilatère circonseriptible au cercle, est égale à la somme des deux autre* 
et -réciproquement, tout quadrilatère de la première classe, est circuns- 
criplihie au cercle, lorsque deux de ses côtés opposés, pris ensemble sont 
égaux aux deux autres. 

Et d’abord, lorsqu'un quadrilatère FGIII (Ag. 117), est eirconscriptilde ; 
suppose' qu’il soit actuclleiueiil circouscrit au cercle ABC; deux tangentes 
qui partent du même poiut étant égales; il s'ensuit que le côté Càli , est égal à la 
^ somme dos parties GA , ilC des côtes FG , III , et que le côté FI , est égal u la 
somme des parties FA ,« 1 C des côtés FG, III ; que parcoiiséquent , Gll-l-FI , 
somme de deux des côtés opposc's, est égale à FG-i-IIl, sonnne des deux auii-cs. 

Quant à l’Inverse de celte proposition, savoir, que lorsr|UC la somme dé 
deux côtes opposés d’iui qiiadrilatèie de la première classe, est égale à la 
somme des deux autres, ce quadrilatère est circonseriptible au cercle; un 
distinguera le cas dans lequel ce quadrilatère FGHI, est un parallélogi amine 
du cas dans lequel ce n’est pas un purailélogrumme. 

Et d’abord, lorsque FGHI est un parallélogramme, ses côtés opposés étant 
égaux , la somme de deux des opposés ne ]ietit cire égale à la somme des 

deux autres, qu’autayit que chacun des premiers est égal à chacun des se- 

conds. D’où il suit que les spiatre côtés du parallélogramme sont égaux; que 
chacune de ses diagonales le partage en deux triangles isoscèlcs , capaldes 
de. convenir; que chacune d'elles fait deux parts égales des angles qu’elle 
coupe ; et que leur point d’intersection étant à égale distance de trots quel- 
. conques des côtés du paraUélogrammc , est à égale distance do tous les quatre. 
De sorte qu’on ne peut douter qu’un parallélogramme dont deux côtés o|i- 
poscs sont égaux aux deux autres, ne soit circoosciijttihle au cercle. Reste 
^ A savoir si nu quadrilatère de la première classe , qui n’est pas un parallé- 

■ logramme, est cireooscriptiblc an cercle ,?quand la somme de deux ■ de ses 

côtés opposés, est égale à la somme dos deux antres. 

’ A cet elTut je commeuce par observer, que puisque par supporitlon, le 

quadrilatère FGHI (Ag. 117), n’est pas un parallélogramme, deux au moins 
... .de ses côtés opfiosés sont convergeos; que GIl, Fl par exemple, con- 
vergent d’un côté, lequel soit par la lettro O. Je dis ensuite, que 

si l’on divise eu deux également les angles F, G, par les droites FO, GOj 
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1» *'c<^s «IfOilPs se cotipenl à égale distance ’OV, dé» li‘«iis cdté» Fl, Ffi',’GFI, 
,ia • <(c FGIII; <lc soite qu’il ne s’ugil plus que de s«v<i»r si III, qiialriciTtc côté 
' de i'GlM, est aussi i la distance OA du point O;- ' • e 

Or premièienicnl , OC, distance d’ill au point O’, ne surpasse pas OA : 
car si- elle la smpassoit, on pourroit prendre telle de ses parties OP , cpi’ell^ 
sei-oit égale à OA; après quoi tirant parle point P la droite KlV, pmallè-le 
à IH-, le qnailiitiitère FtiRL seroit circonseiquiLle au'cérclc ; d’oii il stiivroil 
que, FG-t-KI.a=ÆK-l-rL. Mais par un elTcl dé la convergence des ligne» 
GH, FI, la droite III est plus petite que sa parallèle KL^ donc FG-hIII 
■<;GKh-FL. d’un autre côté, par supposition,- FG-i-Hl^GH-f-Fl ; donc 
GK-t-FL;>GII-t-FI. Conséquence fansso', qni evcliit fà possihilité que H1 soit 
plus éloigne' du point O, que les trois autres cèités de FCVIII, 

Secondement, si OG disUnce de 111 étoit plus petite qu’OA, distance des 
trois autres côtés de FGHl ; on pourroit la pfolonger jnsqn’à tel point Q, 
que OQ=OA; et alors, tirant par le point Q la droite MN, parallèle à 
lit, le qnadiilatère FGMN seroit circoascriplible ; d’où il suivroii que FG-t- 
M?J=GM-f-FN. Mais pat un elFel de la convergoncc des lignes GIF, FI, la 
droite MN est plus petite qno sa parallèle H1 ; dunc FG-hHI^GM4-FN. 

• D’un autre côté, par supposition FG-+-HI=GH-4-FI; doue GM-t-FN<;GH' 
-+-FI. Conséquence dont la Cnissclc démontre que HI n’est pas moins éloigné 
. du po'mt O , que les trois autres côtés de FGlll. 

Puis donc qu’il est démontré que HI ii’cst ni plus ni moins éloigné du 
point G, que les trois autres côtés de FGIII; concluons que ce quadrilatère 
est eirtioiiscriptible au cercle , c’est-à-dire eu général , que tout quadrilatère 
de la première classe est circonseriptible au cercle , quand la somme de deux 
de ses- côtés opposés, est égale à lu somme des doux autres. 
u*i 52. Proposition incidente 3. H y a des quadrilatères irrèguHers , de form"» 
infiniment enriéeir qui sont ti la fois inscriptibUs et circonscripliblés au 
cercle; Car quel que soit ABCD ( Gg. ll8),- quadrilatère inscrit : si par 
des droites AO, BO, l’on partage en deux également deux de scs angles 
adjacens A, B; ecs droites se couperont en un point O, à égale ibsianca 
OP des trois côtés AB, BC, AD; et si le quatrième CD-, se trouve à une 
d'istaucc du point O , pins petite on pliu grande «pi’OP , on pourra l’é- 
loigner ou le rapprocher à la distance OR=.OP ; apres qnoi tirant par le 
point B une droite KL; parrallèle àtCD; le qnadrdatère ABKL sera cir- 
sonscriptible, attendu' que tous ses côtés seront à égale distance du point 
O ; il sera inscrlptible , attendu qu’il sera équiaogle à ÂBCD. 
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i 53 . Proposition incidente 4 . Piolomf’e l’astronome demonlia le premier, 
qu’e/J tout quadrilatère inscrit au cercle, le produit des diaf;onales est ('gel 
à la somme des produits des côtés opposés; et de là vient que celle pro- 
position porte encore anjourd’hui le nom de Théorème de P lolomée : eu 
voici la démonstration. 

Suit ABCD lin quadrilatère inscrit an cercle ABC (fig. 119): Iorsf|n’on 
coupe un de ses angles B, de manière que ABF=DBC; le triangle ABF 
est e’ipiiaugle au triangle DBC , attendit que les ang*cs ABF , DBC sont 
égaux par conslrncllon, et qne les angles à fa cire* iirércnce BAF, BDC 
reposent sur Fc même arc BC. De fdusr, les triangles ABU, FBC sont aussi 
éqninngles, vn que les angles ABD, FBC soûl egaiia par construction, et 
que les angles à la circonlercnec ADB, FCB , rcj'osent snr le mèn>e arc 
AB. Mais de la similitude des triangles ABF , DBC, il suit que AB; AF = 
DB;DC; «rofi l’on lire ABxDC = AF X DB; et de la similitude des 
triangles ABD, FBC, il suit que AD; DB = FC:CB, d’où l’on liic ADx 
CB = DBxFC. Donc en additionnant, ABxDC-|-ADxCB = AFxDB-f- 
DBx FC = (AF-hFC) DB=AC x DB. 

Propositions incidentes 5 La proposition, que dans tout quadiiîalète 
inscriptilde,. la soninie de deux des angles opposés est égale à la romn.e 
dos tiens autres, n-’csl qu’un eas particulier de la proposition généiale', qu’i-n 
i 5 i. tout polygone inscriptible , d’un nomire de côtés pair, la somme des angles 
alternatifs d’une part , est égale à la somme des angles alU rnatifs d’antre 
• part. Et de même, la projioslllois , qu’en tout quatlrilalère ciiconscfiplilde, 
la somme de deux des côtés opposes est égale à la somme des deux autres, 
n’est qu’un ca* particulier de la jiroposrliou générale , qii’c/t tout polygone 
tii-circonscripltble , d’n/i nombre de côtés pair, la somme des côtés alternatifs 
d'une part, est égale à la somme des côtés alternai fs d’autre part. 

En cITel, soit en premier lieu 1 , a, 5 , 4 -, 5 (a« — 1) , 2« (fig. 120), 

no polvgooe inscrit, d’un Bonihre de côtés pair 3/1 : cltacun do ses angles 

altcrualil's 1,^5, 6, 7-- (sn — étant à la clrciiuréreBce et insistant sur 

elle, moins ce tpt’cn soiuicniieBl ses janiUes ; Kms enscnihle insistent sir 
(n — t ) circonférences , et valent parcoi>sé(|ueul 3 (/< — 1) angles droits. Mais 

ou peut en dire aiUaul des angles alternatifs 3 , 4, 6 , 8 - ‘- 3 K- donc la 

somme des angles alici natifs d’uiie part, est égale à l.v sontaie dos a;tgles al- 
tcrnatils d’autre part. Eu d’antres termes , dan.\ tonlpolt goiie inscriptible d’un 
nombre île côtés pair, la som/ne des angles alternatifs impairs,- comme 
Ut somme des angles alternatij's pairs, est égale à la woili-é de la somme 
• des luigles du polygone. 
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Eu scconil lluu, soit, 1 , a , 3, 4, 5 (an— i), an (fig. lai) un po- 

lygone circonscrit d’au nombre de côtés pair an : chaque côté de ce poly- 
gone e'Uut partagé en deux par son point de contact; si l’on isole les deux 
côtés marqués l’un par t , et l’autre par (n-f-l ) , et qu’ensuiie on OAupIe les 
Autres de la mouière suivante^ 

l 

» an 

3 an — i 

4 an— a 

5 an — 3 


n — 1 an— (n — 3) 

a an — Çn~-a) 

n-t-i 

L'on voit q'te les deux parties du côte 1 , sont respectivement e'gales amx 
deux parties attenantes des côtés a et an, que les parties restantes des côtés 
a et an, sont respeclivcnicnt égales aux parties attcuiuiles des côtés 3 et an — i ; 
que les parties restantes des côtés 3 et an — i, sont respectivement égales 
aux parties attenautes des côtés 4 et an — a; et aiusi de siiite, que les parties 
restantes de ces côtés-ci , sont égales une à une aux parties attenantes des côtes 
suit ans, ptsques anx parties restantes des côtés n et an— (n— a), qui soûl 
égales nue à une aux parties du côté n-t-l ; de sorte que toutes les couples 
de parties dans Icsrpielles les côtés impairs sont partagés, comparées une à une 
aux couples de parties d.tus lesquelles les côtés pairs sont divisés, les cg.alent; 
que paroonséquent , la somme des côtes impairs est égale à la somme des côtés 
pairs, cl partant que, dans tout polygone circonscrit d’un nombre de c6té» 
pair, les côtes alternatifs d’une pari, sont égaux aux côtés aUematifi tf autre 
part. £n d'autres termes : daas tout polygone circonscrit d’un nombre de 
côtés pair, la somme des côtés impairs , comumc la somme des oôtés pairs ^ 
est égale à la moitié du.contour du polygone. 

Continuation du même sujet. Par rapjiort aux polygones inscrits et cir- 
conscrits d’un nombre impair de côtés , nous ajouterons , que les angles im- 
pairs de ceux qui sont iusciits, reposent ememble sur autant de circonférences 

qu’ils sout d’angles, moins nue circouréi'encc augmentée de l’arc l 6 (fig. 

1 aa tandis f(uc les angles pairs indslcnt cuscmLIe sur autant de circonférences 
qu’ils sout d’angles, moins une circoiifércuce dùuiuuée de l’arc L....S; que 
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par conséquent, le nombre des angles impairs, stirpassanl de runité le nombiO' 
des angles pairs; si Tare est égal à la dcmi-circonfércncc ; la somme de» 

angles pairs est égale à la somme des angles impairs : C'est-à-dire en général , 
qiiVn tout polygone inscrit d’un nombre impair de côtés , la somme des angles 
*^^-pairs est égale d la swune des angles impairs , quand l’un- des côtés du 
polygone est un diamètre,- et qu’on numérote les angles, en commençant 
par l’un des deux qui ont leur sommet à l’extrémité du diamètre , et' finissant 
par l’autre. Pi-oposition qui ,< appliquée au triangle, prend la forme sinTante’: 
£n tout triangle inscrit , ayant pour base un diamètre , l’ angle' opposé 
à ce diamètre,- est égal a la somme des angles 1 , 3, qui sont aux extré- 
mités de cc diarnètre-méme { ce' qui s'accorde avec la proposilioa démontrée 
plus haut, que l’anglë dans le demi-cercle est droit. 

A ces propositions incidentes j'en ajouterai Une relative aux polt'goncs cir- 
conscrits A-BCDE (fig; 1-33) d’un nombre impair de oâtés ,< on observant que 
â l’on détruit successivement tangente' par tangente , savoir, lA par Aa, oB 
iSf.parBS, 3C parC4, 4D par D5; il rostera enfin 5E-hBi , pour l’excès des 
côtés impairs, sur Icscôtés p.airs. Résultat qui', dans sou rapport avec le triangle 
fait coiiDollre, que la circonscripliou do ce polygone, détermine géomotrique- 
ment,. l’excès de deux quelconques de scs côtés sur le troisième. 

PROBLÈME XXIII. 

,jg_ Inscrire et' circonscrire au cercle un pentagone régulier? 

Soit ARCDE (fig. 124), on pentagone régulier inscrit au cercle ABC: Si 
l’on tire les cordes CA, CE des doux quints de la circouférence , il se forme 
un triangle isosccle ACE, dont les angles à la base sont doubles de l'auglc au 
sommet, attendu qu’ils insistent sur les deux quints, taudis «pi’il ii’iiisislc 
que sur le quint do la circonforence. Si l’on lire cnstiiic la corde EU , qui coujic 
AC au poiut F, on voit que les triangles ACE, AEF, ayant un .angle commun A, 
et un second angle C, égal à un second angle £, sout équiungles, et que le 
premier étant isoscèle , le second l’est aussi ; que par conséquent EF=AE. 
Mais de la similitude des triangles ACE, AEF il suit eucorc, que CA:AE=s. 
A'E:AF, proportion dans laquelle substituant EF à AB, l'on oblioni CA; EF 
=EF:AF. De plus, les angles E,C du triangle EFC, ëtaiii à la «rconféience 
et insistent sur des arcs égaux, sont égaux; doue les côtés KF, CF de ce trian- 
gle sont égaux; donc la proportion CA :EF=EF:AF peut se chauger eu oclle-ci, 
CA:CF=CF:AF; donc lorsque dans un triangle isoscèle', l'angle à la- base osl 
double de l’angle au sommet, la dioiie qui divise en deux également- l'auglc 
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il I.i base, coupe le côlé opj'ose .à cet an^lc, en moyenne el extrême raison, 
et la grande partie de ce côté-mèiiie, est égale à la base du triangle. Consé- 
quence qui présente la question suivante, savoir, s’il est vrai réciproquenieut , 
que quand on coupe une droite CA en moyenne et extrême raison , et que 
l'on fait de cette droite, couinie côté, el de sa grande partie , eotnme base, 
tin triangle isoscêlej l’angle à la base de ce triangle soit doitbic de sou angle 
au sommet? 

Pour rtsoiidre celte question, l’on coupera an point F, (fig. ia4), la droite 
CA en moyenne et extrême raison , el l’on construira le triangle ACE, avec 
deux côtés CA, CE égaux eiitr’eux, el uuc base AE^CF; d'où il suitra que 
la pro|K>rüon CA;CF=CF :FA, pourra se cltaiigcr en celte autre CA:AE= 
AE:FA; que par conséquent les côtés dos Ir'umgles CAE, E.VF, autour d’un 
angle cotiimim A, étant proportionnels, ces triangles sont éqiiianglcs j que de 
plus CAE étant isoscèle ; EAF le sera aussi, el partant, que EF=EA=CF. 
Les angles E,Cdu triangle EFC sont donc égaux; donc l’angle E, à Ja base 
du innngle ACE est double de l’angle C, au sommet de ce iriaugle. Donc le 
Prob. XXIII se résoud, eu commençant par couper au poiul F, une droite 
CAs en moyenne et cxlicino raison; en donnant ensuite à iiri triangle .ACE, 
deux côtés égaux à CA et une ba»c égale à CF ; puis en circoiiseriianl un 
cercle à ce triangle; dixisaiit ses angles à la base en deux égaicnicnl, el ti- 
rant enfin les cordes des arcs, sur lesquels ces angles iiisisteni . Tontes ces c«r- 
dci, ,4B, 1}C,CU,DE, EF, étant égales cnlr*eiles, les angles qu’elles fori’Cjii h la 
circonlércricc sont égaux, elle pentagone inscrit ABCDE est régulier. Quant 
au pciiiagonc régulier circonscrit , il sc forme en menant des tangentes par les 
sommets des angles de l’inscrit. 

PROBLÈME XXIV. 

n.' i5ÿ. Trouver les rapport* qu’ont au rayon les contours des pentagones régu- 
liers inscrit et circonscrit , et poser ainsi de nouvelles limites à la cir- 
conférence ? 

# 

ABCDE pentagone régulier étant inscril an cercle ABC (fig. n4); si du 
milieu C de l’arc ACE, par le centre K du cercle circonscrit, on tire Je dia- 
mètre CL ; il sera per|iendiciilaire an inilien M de la coixle AE, el divisera 
en deux également l'arc ALE; de sorte que ccl arc étant la cinquième partie 
de la circoulcrcncc , .sa moitié AGE en sera la dixième , el qu’Al. , corde de 
celte dixième , sera le côte* du décagone régulier tnscriptible. Do plus, les 


Digitize-d by 


OROMt^TRIE ÉLÉMENTAIRE. lOt 

tfian^les AKL, ACE «’lant dquitui^lei, vu qu’ils sont isosuùles et que l’angle K, 
eonipits entre les côtés «le l’un, est égal à l’angle C, compris entre les côtés 
do l’autre J il s’ensuit que CA: AE=:KA:.AL. Mais AE est égale ii la grande 
partie de CA, coupée en moyenne cl extrême raison; donc CA:AE= 

donc KA;AL=t:m^— ; donc AL = KAx 

3 3 a 

— i+p^5 

, puisque nous sommes convenus de prendre KA , rayon du cercle pour 

l’uiiité. 

Considérons à présent , que les triangles CAL, A ML étant rectangles et équi.m- 
gles entr’eux; il s’ensuit que AL*=CLxLM=aLM ; vu que CL=3; que par 

conséquent, LM=^AL’==i(:iL^y=.i(!t:^p) = t:p, et que CM 

=CL— LM=a— ; Ajoutons que AM’=CMxLM=^^ 

3— 1/^5 5— K5 , 5— 1/^5 

X — — = — Z — 5 que par cons«M|ucm AM*=Jk , cl nue î2AM=AE, 

4 (t a 

. . . 5—^X5 

côté du pentagone régulier inscrit est =y — ~ — , cnsortc que le contour de 

s—ys 

ce polygone est = 5jX — - — • 

Maintenant, supposé que par les sommets des .angles d’ABCDE , l’on cir- 
conscrive au cercle ABC, nu pentagone régulier; le rayon du cercle inscrip- 
tible à ce pentagone sera KA~I, tandis que KM, rayon du cercle inscrip- 

{3-ys) t+ys 

liJile à ABCDE, est — .KJi — LM=I — 7 — = — - — . Les contours des 

' 4 4 

n-p^5 

pentagones réguliers inscrit et circonscnl sont donc dans le rapport de ; i — ^ — . 

i-f>X5 5— JX5 

donc le quatrième proportionnel aux termes — — — , i , 5)X — - — , savoir 

ao 5~-~yS . . ... 

— - — —y , est le contour du pentagone régulier circonscriptlblo a un 

K 5 a 

cercle de rayon 1 . Mais le contour du pentagone régulier inscrit à ce cercle 
5— JX5 

■ est 5jX — ^ — ; donc les limites de la circonférence qui résultent de l’inscription 

. . . . c — y^ ïo 5 — ys 

et circonscnpuon du pentagone réguber , sont 5fX et |/- — - — . 

Îl° i6o. Conséquence i. La solution du problème précédent nous apprend que AL, 

-féf-ys , . • 

côté .du décagone régulier mscrii , est = ; donc ce côté , multiplié 
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j-;ir lo, donne, 5' — i+V^5), pour le conlonr du décagone régulier inscrit. 

Mais KS, rayon du cercle inscriptiblc h ce polygone, est =y{JLL‘ — Lb*) 

. (_,.^j/^5)SY 5+ys 

~y^i , et KL, rayon du cercle inscriplible au 

décagone clrcoascril , est = l ; donc puisque les conlotirs des polygones 
rcguliera de même nom, sont comme les rayons des cercles à eut inscripii- 
bles, la contour du décagone régulier circonscrit doit se trouver en faisant, 

5+1^5 . . .. 5;— i-r-J/^5) 

comme ; l , ainsi 5( — à un quatrième terme == 

* xi/-Œ.y— 

sK J 

io(.—i-{-ys)ya , _ io( — i-fys)ya , . 

= ~ ya+y5r ’ 5{-H->^5) et senties Immes de la- 

cil conférence, qui résultent de l’insoripUon et circonscription du décagone 
régulier. 

n.*iCi. Conséquence 3. AE est égale à la grande partie d’AC, coupée en moyenne 

-~i+ys 

et extrême raison ; par oonse'qucnt AC:AE=i: . Mais AE a été tionvée 


i—^ys , 2 ' 

égale à y : donc \C— ; — — 

“ ai' -i-^^ys 


5~ys vs^ys) s-ys 


a(-i+KS)* 


3—ys 


j . àdditionncllomcnt à ce que AE, côté du 

pentagone régulier inscrit à un cercle de rayon' l, est égal à y ~ — ; nous 

2- 

5-^-ys 

voyons qtt’AC, diagonale de.ee pentagone, est égale a y • 

I).’ i6a. Conséquence 5. L’angle au centre BKL, insistant snr l’arc BAL, qui est les 
trois dixièmes de la circonférence, -est égal à BGD, angle dn pentagone régu- 
lier n.'^ 125. Or BL, corde de cct angle et de cet arc , se tire du triangle BLC, 

rectangle en B , qui la fait égale à y(CL ,‘ — BC*)=^r’' ^4 — ■ 


c-i-ays \-i~ya 

^ •'* a 

H.* iCt. Conséquence i. La valeur numérique d’AE , côté du pentagone régulier 
inscrit au cercle de ray on l , fournit un moyeu expéditif d'insciire ce poly- 
gone : Ce moyen coiunte (fig. 125) à élever du centre C du cercle circons- 
ciiptiblc, le rayon CD , perpendiculaire Au diamètre AB ; â diviser CB au point 
M, en deux également; puis à tirer MD et fab-o MF=MD=p^(CD’-t-CM*) 
~y( ,■ La ligne DF est alors égale au côté du pentagone à iasci ire, 
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Vil que par le U.* 76, DF=K(MD’+Mf =-2MFxCM)=^(aMD’-aMn^CM) 

=K(15-K5x^)=K^- 

PROBLÈME XXV. 

«.* iC4. Tnscrire et circonscrire au cercle un hexagone régulier, trouver les rap- 
ports qu’ont au rayon les contours de l’hexagone inscrit et de l’hexa- 
gone circonscrit , et poser ainsi de nouvelles limites d la circonférence 

L’angle du triangle e'ijuilaltiral t^aiu égal à la sixième partie de toute la quan- 
tité angulaire autour d'uu point sur un plan, si l'on place au centre 0, d'un 
cercle quelconque ABC (lig. 126), six angles de ce triangle; cliacun de ces 
angles insistera sur la sixième partie de la circonre'rcnce , et les cordes de ces 
sixièmes , formeront l’hexagone régulier inscrit; attendu que l’cgalile' des côtés 
entraîne l’égalité des angles do tout polygone insciit. 

Remarquez à présent, que Fiuj quelconr|ue des six triangles OAB , OBC, 
OCD , etc. , qui composent niexagone ABCDEF, a deux rayons pour côtés, 
et potir hase, un côté de l'Iiexagoue; ce qui en fait im triangle isoscèle , 
dont les angles à la base se partagent également ce qui reste de deux angles 
droits , quand ou eu a ôté le tieis de ces angles-mémcs ; que par consé- 
quent, ce triangle est c'quiangle et par-là meme équilatéral; d’où il suit que 
deux de ses côtés étant égaux au rayon , le troisième l’est aussi , et partant , 
que le contour de l’hexagone régulier inscrit est=6. 

Quant à la circonscription de l’hexagone régidier GHIKLM, et à la déter- 
mination de son contour : la circonscription se fait, en tirant des tangentes 
par les sommets des angles d' ABCDEF ; la détermination s’opère , en abais- 
sant du centre O, sur la corde AS, la perpendiculaire OP, rayon du cercle 
inscriptible à ABCDEF ; en tirant la valeur de ce rayon de l’équation OP= 
|/'(0A’ — AP*)=J/'(l — *)=JjX3; puis en faisant usage de la proposition, que 
les contours des polygones régidiers de même nom , sont entre eux comme 
les rayons des cercles à eux inscriptibles , laquelle fait j|X3:is=6;x, dont le 

lâ 

quatrième terme a — ■ =4l/'5 , est égal an contour de GHIKLM; ensorte 

lX3 

que 6 et AlX'S sont les limites de la circonférence, résultantes de l’inscription 
et circonscription de l'hexagone régulier. 
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PROBLÈME XXVI. 

i 65 . Inscrire et circonscrire au cercle un heptagone régulier ? 

Soit ABC un iri.mglc isoscèlc dont l’angle à la Base soit triple de l'angle 
au soinniet ( fig. 127) : Ce triangle fiant inscrit an cerele ALM, son angle B, 
insiste sur un arc AGC, égal à la septièn.e j'arlie de la eirconrérence, et AC^, 
cordc de cet arc est le côté de l’heptagone régulier ALMBNKC; d’où il paroit 
<jne la soluiiun du probictue proposé dépend do la solution de cet autre , 
Construire un triangle isoscèle, dont l’angle <i la base soit triple de l’angle 
au sommet ? 

Soit donc derechef ABC un triangle de cette espèce : Si l’on suppose 
que CL ^ CM divisent son angle C en liois parties égales ACD,DCE,ECB; 
le triangle ACD, est ér|uiangle au triangle ABC, par un angle commun A, 
et un angle C=B; d’oii il suit qti’ABC étant Lsoscèle, ACD l’est aussi, et par- 
tant, que son côté CD est égal à son côté CA. Si donc du point C, l’oiv 
abaisse CP, perpendiculaire sur AD , et qu’on fasse AB=n et AC=a:; CD est 
^ aussi =x, cl la proportion AB:AC==AC:AD, résultante de la similitude des 

triangles ACD, ABC, prend la forme suivante nl.TsirlAD, de laquelle on 

XX XX 

tire AD=- — •, et AF=^AD=— . Mais CEB est un triangle ifoscèlo, puis- 
que scs angles C, B tonl égaux; donc CF.=BE. Do plus, le triangle CAE 
C'i aussi isoscèle, vu que son angle C est double de l’angle ABC, et que son 
angle E, comme extérieur du triangle EBC, est double aussi de l’angle ABC; 
par consétjucni AL=AC=uf, 01 CE==BE=BA — AE=.u — .r. Mais CF.’— AC’-(- 

AE’ — aAE-X AP=aAC“— aAC X AP; donc(<i — ,T)’=aar.T — aiX~ ; donc 

au 

' x’ — n.rx— an’j:-)-n’=o. Equation cubique, dont les Elémens ne sont pas censés 

donner la solution. 

D.*tG(). Remarque. Le problème rpii vient d’être rnis en équation suggère l’idée, 
que tous les polygones réguliers d’un nombre impair de côtés an-f-l, s’ins- 
Ciiroitnl et se circi nseiiroienl au ccrilc, h l’aide de tiiangles isoscèies, don» 
l’angle à la base seroit n. '■"/'**' do l’angle au sommet. Mais puisque la coiisIrBc- 
llfin du triangle isoscèle, dont l'angle .à la base est triple de l’angle au sommet, 
dépend d’une éipiation cubiipie; la construction de tiiauglcs isoscèies, dont 
les angles à lu base scroicnl quintuples, septuples, etc., de l’angle au .sommet, 
dépendroit vraisemblablement d’équations de degrés supérieurs au troisième ; 
c’est poui'(;uui , sans iccouiir à des constructions de ce gepre pour trouver 
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<lc« limites pins e'troiies de la circonférence , cherchons à néus en procurer , 
par la sduûon du problème suivant. 

PROBLÈME XXVII, 

Connoùêant tes rapporta du rayon aax contours de polygones régutiera 
de mime nom, l'un inscrit, l’autre circonscrit } trouver les rapports du 
, rayon aux contours de polygones réguliers , l'un inscrit, Vautre circons- 
crit , de deux fuis autant de cités que les premiers ? En tPautres termes : 
Etant donnée ia corde d^ un are et sa distance du centre, trouver la corde 
de là moitié de cet arc et sa distance du centre ? 


Soit EBD (Gg. laS) m arc quefconrine, ED= aa , la corde de cet arc, et 
CH = â , lu distroc* de cette corde au centre : Soit de plus Tare EBD , 
divisé en d«m ^püement, au point B , par CH prolongée on demande 
BD = am , cord* de BGD = ^ EBD , et CF , distance de BD au centre ? 

Pour satLCsire à cette question , je tire AD ; et la similitude des trianglds 
rectangles ADB , DHB me donne la profiowion BA : BD = BD r BH j de 
laquelle il suit que BD = K^BA X BH , ou que am = p^a (ï— 5). Pu- 
rapport à CF , les Irroigles équiangles CFB , DHB font DB : DH = CB : CF ; 


par conséquent CF = 


DHxCB 


-» ou 


a X I 


-> valeur qui se' présente sons 


DB ■ ■ |Xa(i— 4> 

une forme plus simple, quand on fa tire do triangle rectangle CFB , par CF = 
K(CB»— BF>) = K(CB» — {BD») = K(ï— {{a— aA):=^»^a(n-6). 
n.*>68. Conséquence. Réciproqiiement , si l’en snppos* connues amsiDB, corde 
(k la moitié de l'arc EBD , et n = CF , distance de cette corde au centre ; on 
tire de ces données , ED = aa , corde de Tare entier , et CH — Ü, distance 
de cette corde an centre ; enr commençant par observer , que CB*’=CF“-h 
BF^, c’est-è-dire , que l = mm -H nn ; puis eu prenant les carrés des équations 


9m = y^» (i — A),n = 
de la première , b = 


K=(i-4) 
ammmsmm-f-n» — amm: 


• et en tirant de 4mm -a a (i—A), carré 
IM — «m , et de ms = 
carré de- la seconde , aa mr ( a — aA Equation dans laquelle 

nn X ém/n. 


afi — 6) 

substituant ka— ab sa valeur éram, on Inchangé en celle-ci <m 
qui se réduit à a= ansn. 
u.lstq. Application. On a va n.* i6a, que le rayon du cerefe étant supposé» i, 
la corde de la siûèBic partie de I» cireoulereuce étok aussi ^ i , et que la' 

■ • ' ■ i4' 
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«fisUnee d« cette corde an eeatre e'unt s- ^ |/'3. Subatituant donc j i a , 
dans les formules géoeVales, ( J — sA)» la pre- 

mière donne }/" ( i — ) , pour le côte du dodécagone régulier inscrit ; la 
T seconde donne ^ ^ 1'®"'^^* rayon du cercle inscri|>ti!>1e à ce polvgone. 

Le contour du dodéeagoue régulier inscrit est donc3=ts^ (a — J^3) , et le 
quatrième terme de la proportion ^ ^ * = ia|/“ (a — y5 ) : » , 

savoir a4 (a — y^), fait connoîlrc le contour du dodécagone re'gulier cir- 
conscrit, n.*i3oj par conséquent, les liuiiles de la circonférence , qui résultent 
de l’inscription et circonscription du dodécagone régulier , sont ny (a — y 5) 
et sé (a — , et en développant, 6,aii65G etc. I 6,430770 etc. , limites 
trop distantes, pour n’en pas ebercUer de plus rapprochées, au moyen des 
formules qu’olfre le n." 167 , lesquelles , par les eomotirs de polygones re’- 
, , gulieia , l’iui inscrit , l’aiitr^ eircunsoril , donucnt les contours de polygones 
réguliers, l’un inscrit, l’autre circonscrit, de deiii fois plus de côtés. Cependant, 
avant que d’employer cette méthode, nous en chercherons une pltis expé- 
ditive , en essayant de déterminer la corde du tiers d’un are et sa distance 
du centre par la corde de l’arc entier et sa distance du centre. 

PROBLÈME XX VIII. 


B*. La corde ^an arc et sa distance du centre étant donnéee, trouver la corde 
du tiers de cet arc et sa distance du centre ? 


Soit AMB (fig. 139) l’arc duquel la corde et la distance de cette corde an 
. centre sont données : Cette distance KL prolongée , passera par le milieu M 
de l’arc AMB , et si l’on divise cet arc en trois parties égales AD , DC , CB , 
les cordes de ces arcs seront égales. De plus, l’arc AM étant égal I l’arc BM; 
' si du premier on retranche AD , et du second , BC ; les restes DM , CM 
seront égaux , et le point M sera aussi bien le milieu de l’arc DMC , que le 
milieu de l’arc AMB. Le rayon KM sera donc perpendiculaire sur DC, comme 
sur AB, et DCÿ AB seront parallèles; de sorte qu’abaissant sur AB , les per- 
peniUeulaires CP, DQ, il y aura égalité entre DQ, NL , CP , comme entre 
’ DN, QL, NC, Lp; n.~ 58. 5g. 

Présentement, si l’on tire les rayons KB, KD, et qu’on fasse AB = sa, 
KLz=ô , DC=3*; il s’ensuivra que LB=a , LP='*, BPs=a — x, KB^ — 
■‘KL*-+-LB’ =66 Vo« = K1)*, PC»-=CB*‘-iBP* = 4xx — (a-^»)*=s 

e 4 
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5*x-t-ao»— «<l = LN^ KDi=;DiN»-|-KN»=DN»-4- (KL- 4 -,LN)»= 
DrS*-hKL*-t-aKL x LN-*-LN®> **-♦- W-l- 3**-t-an* — aa-\r 

^y ' — oa), d’où l’on passe k 4*^ -f-ao* — aan= — aip^ (3**+ 
ani- — ma) , pnJs à ( a** H- a» — aa)^ = bb ( 3jt*-|- an* — aa)^ Faisant alors le 
rayon du cercle égal à l’uiilte , c’est-à-dire , aa -+- = 1 y ou 66 = 1 — aa , 

foa obtient (a** ■+• ax — an )*« ( * — ma) (3«*-l- ao» — aa), et ensuite 
4** 4n»’ — 3i» — an* -+• an 3 = o> dont le premier membre divisé par 

*-Ha, donne pour qivotient 4r’ — 3* -f- a = o. Equation cubique , dont les 
Elcniens ne sont pas censés donner la solution ; mais qui se réduit à l’équa- 
ûon 4x^ — 3=0, dans le cas où l’arc qu’on se propose de diviser , est égal à 
toute la circonférence ; parce qu’en ce cas la corde AB = an est nulle. Alors 
donc racine de l’équation 4x* — 3s=o, est la demi- cordc du 

tiers dé la circonférence ; et c’est aussi la valeur qui lui a été assignée n.* i'i6. 
Cependant l’équation générale 4s’ — 3s -h a= o , ne nous apprenant rien 
relativement aux cas dans lesquels l’arc AiMB est une partie de la circonfé- 
rence ; seuls cas où la division de cet arc nous proenreroit des limites plus 
rapprochées de la' circonférence ; nous chercherons dans la solution du pro- 
blèma suivant , un moyen plus efficace de rapprocher ces liniites.- 

r R O B L Ê BS E XXIX. 

cordes de deux arcs et leurs distances du centre é)anf dbnnées , 
trouver ta corde de la diffirence de ces arcs et sa dislartce du centre? 

Distinguons d’abord trois cas , dans ce problème : Le premier (lig. i3o) , 
dans lequel le centre du cercle est hors du' triangle formé par les cordes en 
question : Le second (Iig.,j3l), dans lequel le centre du cercle- est en dedans 
du triangle susdit : Le troisième enfin ( fig t3a) dans l^oel le centre du cercle 
«St sur l’un des côtés de ce triangle. 

Dans le premier cas(fig. l3o), étant données les cordes EG — an, FG ^ 
3C , et les distances de oes cordes au centre , CA s: 6 , CB il faut trom er 
la corde EF , et la distance CD où elle est du centre? A cet eObt on obser- 
vera d’abord , que les angles 1 des triangles rectangles EDI , CAI , «tant 
opposés au sommet; ces triangles sont éqiiiangles. On observera ensuite', que 
l’angle au centre FCB, contient entre ses jambes la moitié de l’are spr lequel 
insiste l’angle E, qui est à la circonférence ; que par conséquent, les triangles 
rectangles EDI / CBF sont éqUiongles aussi ; et que CAI est équisngle encore 
àCBF ; (foù il'suit .que CB ; CF s^CA : Cl ; <etque CB i Ffix^CA : Al - 
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d’où l’on UfC CI= — AI— — ^ — — — ^»EI — EA— Al = 

0 Mab d’aulrt p»rt , U similiiuda dos tnangles EDI, CBF , 

fournit Us analogies suivantes , CF ; CB El : ED , CF ; FB = El t ID ; 

J €td'> — 6c 

CBXEI 5 J A in \ . 

donc ED= cf ~’^ T” -^{ad—bc)^ 


donc CD=CH-lD=^-t-^(ad— quantité qui, eu égard à ce que 

i(ce-hdJ) c, , , . 

cc-t-dd=i, pent être mise sous la forme ^ hj(ad—6c)r=nc-h 

hd, de sorte que l’éqiiaüon CD^ac-Jfhd, jointe i l’équation ED =od— 6c, 
ou i l’équation EF= a (od— 6c) , résout U premier cas du problème 
propose. 

Dans le second cas ( fig. i3i ) : Etant données , comme ci-devant , les cordes 
EG=ao, FG-=ac, et leurs dbtances du centre, CK— b, CB— d, l’on trouvera la 
corde EF et sa dbiance CD , en prolongeant DC , jusqu’à ce qu’elle rencontre 
EG en I ; puis en observant , que les triangles EDI , CAI sont équbngles , 
par nn angle droit et un angle commun I ; que de plus, l’angle au centre FCB , 
contenant entre ses jambes la moitié de l’arc sur lequel insbte FEG, angle à 
la circonférence; les triangles rectangles EDI , CBF sont équiangles aussi, et 
qu’il en est de même de CAI par rapport à CBF- Mab de la similitude de 
ceux-ci , ü suit que CB ; CF = CA t Cl , CB : BF=- CA : AI ; donc Q =* 

SI^=i^.AI=?^=— EI = EA-1-A1= 0-1-5 = ^^* 
CB d CB d “ 

D’autre part , la similitude des trbngles EDI , CBF fournit les analogies sui- 

CB X El 

vantes, CF : CB El f ED , CF : FB = El : ID; donc ED = 

dfif "ÿ~6o 

ai-t-'tc FBxEI cX c 

‘fX— =ad^be, ID d =^(ad-p-6c), CD = 

■" — X 

I 

P _ CI = î ( od -1- 6c ) — * =5 ( ad-+- 6c) — j ( cc -s- dd) = oc — 6d. Equa- 

ûon qui jointe à ED = ad-.- 6c ou à EF - sBD « . (ad^ 6o) , résout lo 
second cas du problème proposé. 

p.^fin dans le trobième cas ( fig, l5* ) les cordes EG» sa , FG =. 9c , et 
leu» dbtances du centre , CA = 6*o, CB = d, étant données; on trouve 
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la corde EF et sa distance CD , en considërant premièrement , que l'angle F , 
dans le demi-cercle est droit ; que par conséquent , les triangles rectangles 
EDO, CBG, sont éqoianglesan triangle total EFG, qne de plus, leurs liypo- 
thénuses CE , CG , étant e'gales au rayon ; ils peuvent convenir , par nn côté 
égal i un côté et les angles sur ce côté respectivement égaux : En cousiiléraut 
secondement , que de la convenance de ces triangles résultent les égalités sui- 
vantes , ED =CB = dou EF = ad, CD = BG = 5 FG == c ; que par con- 
séquent , le troisième et dernier cas du problème proposé se résout par les 
équations EF == ad, CD = c. 

Remarque. Ainsi les équations qui résolvent le problème dans scs premier, 
second, et troisième cas, sont respectivement, EF = a (ad — èc), CD = 

ac-\-bd — — — EP = a(ad-t-èc) , CD = ac — bd EF=*ad, CD= 

c i et les différences qui s’y font remartjuer, sont bien celles que doit y mettre 
la différence des cas auxquels elles se rapportent : Car dans le premier cas , la 
corde EG du plut grand des arcs donnés, est placée relativement au centre C, 
du même côté que FG , corde du plus petit de ces arcs; au lieu que, dans le 
second cas , ËG te trouve du côté opposé à celui oh est FG ; d’où il suit i|(ie 
sa distance CA = b , doit avoir , dans ce cas-ci , un signe contraire à celui 
qu’elle a dans ce cat-là; ce qui a effectivement lieu. Quant au troisième cas, 
qui diSere du premier , tant parce que la distance CA = b , y est ntdle , que 
parce que la corde EG =aa, y est égale au diamètre a ; les équations EF =z 
ad , CD => c , qm s’y rapportent , dérivent bien aussi des équations EF = 
a( ad — bc), CD ~ac-t-bc, relatives au premier cas , quand on y fait b = 0 
et a= 1. 

ya. Ajoutons que le premier cas du problème dont il s’agit , est celui dans lequel 
EFG , le plus grajid des arcs donnés , est plus petit que la demi-circonférence ; 
qne le second est celui dans lequel cet arc est pliÀ grand que la demi-circon- 
férence ; que le troisièitle enfin est celui dans lequel cet arc est égal à la demi- 
circonférence. D’où il résulte, que ce problème étant destiné, à déterminer 
la corde de la différence de deux arcs plus petits que la demi-circonférence 
et la distance de cette corde au centre , par les cordes de ces arcs et leurs 
distances du centre ; c’est la solution de son premier cas , qui doit y être 
employée. 

7S. Application. L’inscription et la circonscription du triangle , du quadrilatère, 
du pentagone , de l’hexagone , du décagone et du dodécagone réguliers , nous 
ont fait connoître des limites de plus en plus étroites de la circonférence ; mais 
les plus étroites, celles que foiirnissoit l’inscription et circonscription du dodé- 
cagone régulier, oc l’étoient pas assez, pour qu’il en résultât un rapport sujfi- 
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tamment approche de celui de la circonférence an diamètre. C’ést ponr^oi , 
non cuutens d'at oir re'solu le problème du contour d’un polygone régulier 
quelconque , mené au contour du polygone régulier de deux fois autant de 
côtés ; noos avons résolu celui qui , des contours de deux polygones réguliers 
< quelconques , mene an contour du polygone régulier , dont le côté soutend la 
diflércuce des arcs respectivement soutendus par les côtés des deux précédens. 

, Moyennant le premier de ces [iroblèmes , on peut bien se procurer les conr- 
tours de polygones réguliers inscrits et circonscrits , d’un aussi grand nombre 
de côtés que l’on veut ; On peut passer des contours des dodécagones réguliers 
inscrit et circonscrit, aux contours des polygones réguliers inscrit et circonscrit, 
de vingt-quatre côtés ; puis de ces contours-ci , à ceux des polygones réguliers 
inscrit et circonscrit de 48 côtés , et ainsi de suite ; mais au nioy en du second 
des problèmes susmentionnés , quand on part des contours des polygones 
réguliers inscrit et circonscrit, l’un .de dix, l’autre de douze côtés, on arrive 
d’abord aux contours des polygones réguliers inscrit et circonscrit de 6o côlés, 
vu que la düTcrence d’une douzième à une dixième de la circonférence , en 
est la soixantième. C’est donc aller au but par un chemin plus court , que de 
calculer d'abord, à l’aide de notre second problème, les contours des poly- 
gones réguliers inscrit et circonscrit de 6o côtés ; et de revenir ensuite au 
premier , pour en tirer les contours des polygones réguliers inscrit et cir- 
conscrit de 130 côtés et s’y arrêter , s’ils donnent un rapport suffisamment 
approebé de celui de la circonférence au diamètre. 

Premièrement donc , recourant aux équations générales EF — 3 (ad — ôc ), 
CD^6d-j-oc, pour en tirer EF , corde de la soixantième partie de la circon- 
férence, Cl CD, distance de cette corde an centre ; on y fera aa égal au côté 
du décagone régulier inscrit, et 6 égal au rayon du cerde inscrit à ce poly- 
gone ; on y fera 3c égal au côté du dodécsigone régulier inscrit , et d égal an 
rayon do cercle inscrit à ce polygone : c’est-li-dir#, qu’on fera j ( — i d-pTS), 

J =c= I : K (lo-^ 3t^5) n.- i6o, c= î P' (a - K3) , 

= J p' (a-t-y^5) n.* i6g. D’ohil suivra que EF = | ( — i-f-|/'6)p' (a-f-y'3) 
— (io-^ay'5)y'(a — y'5), eiqueCD= jp' (lo-t ay'B) y'(a-ty'5) 
-h l(—i-+-k^5)t^(a—t^5). 

Secondement , afin de convertir ces valeurs d’EF et de CD en fraciions déci- 
males, sur lesquelles on puisse compter )usqii’ji certain nombre de figures; on 
exprimeia chaque radical, par une décimale trop grande et par une décimale 
trop petite. De cette manière , on arrivera aussi i deux expressions décimales 
d’EF , l’une trop gronde , l’autre trop petite , et l’on sera sûr qne la valeur de 
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cette ligne , ne cessera point d’élre exacte , jusqu’il la dernière des figures ini- 
tiales coninnuics k ses deux expressions. J’en < is autant de la valeur do CD. 

Je présenterai toiit-â-l'lieure les résultats de ces calculs, en j joignant les 
expressions décimales des contours des (lolygones réguliers inscnt et circonscrit 
de soixante côtés, formées, la piemière, en multi|>llant EF par6o; la seconde 
«n disant , CD rayon du cercle inseriptilde au polygone régulier de 6o côtés , 
est k l’unité, rayon du cercle inseriplible au polygone régulier eirconscrit de 6o 
côtés, comme le contour du premier de ccs polygones, est an contour du 
«ecund. Je euntinnerai par les expresdons décimales , tant du côté du polygone 
régulier inscrit de lao côtés, que de sa distance du centre, tirées des fonmiles 
qui donnent la corde de la moitié d’un arc et sa distance du centre , par la 
corde de cet arc et sa ifistance du centre. Enfin je terminerai cette suite de 
résullata , par les expressions décimales des contours des polygones réguliers 
inscrit et circonscrit de T 30 côtés , ayant soin comme ci-devaut , de fornser à 
double l’iiae et l'outre de ces exjiresdons , c’est-à-dire , de faire la première 
trop grande , et la seconde trop petite ; afin d’être sûr, que la quantité dont 
«lies sont les limites, est exacte incluiûvement , jusqu’à la dernière des figuies 
qui leur sont communes j 

KS 

ys 

a-S'S 
xu-KS 
— i+S'S 

S'tx+KS) 

K(io + iK5) 

(-i+KS)K(i— K3) 

(-i+K5)K(j+K3) 

S.'(ï_K 3 )K(vo + xK 5) 

K(> + K3)K(io+iKS) 

EF= If i—ftys)y(*+yi}-y(*~yi}y{u>+3yi) ] 

CD= j [(K(i-f*^)S'(io+iK5)+(-i+K5V^(i-jK3j J 
CoQtofar du pol. ûiterit ét 6o cdtd* 

Co«itov du pol. circoaoent de 6o oètd» 

Cote du poU 1^. iaeerit de tao cdi^ 

Duudcc dn de pol. au cratre 
Cd&é -da pol. idg. cirtonacrit de tao cftide ' 

Contoitf du pol. rdg. üuctU de lao cdtda 
Cooiour du pol. rd§. ciroomeru de lao cdl4a 

C’est de la snppoûtion que le rayon du cercle est = i , que sont résultées 
ces valeurs numériques des contours des polygones réguliers inscrit et oîrcons- 
cM de 130 oùléSf d’oii il auû qu’afin qu’elles se rapportent à une unité deux 


▼alemt trop gia e daa . 

a *73ao5, 08075,611877 

•,x3«o6, 79774, 99789,7. 

iaa.8. 

S'75ao5 . 06075 , 66877 , 3 . 
«'33606,79774.99789.7. 
i 4'47 ii 3,59549,91^^4. 
o'5i 763,8o9eiso5o5. 
i' 93 i 85 ,iC 5 i 5,78 i 4. 
3*80423,6065 1 ,8063* 
o'639a3,58&7a.S68i. 
s'38789 ,99660 3 1 89. 

I '9G93 1 ,a3 1 60,8837. 
7*3492o,t>4 to8,ooot. 
o' 1 0467 , 19 1 14 ,8590. 
0*99862 ,95347 ,5458. 
6'28o3i, 47491 .535$. 
6*28893,35139.6533. 
0*05335,58966,1611. 
o'99g63.73a49,7556. 
0*05337,18431,3874. 
6*38346,75939,533. 
6*a8463,i i766,«88. ' 


Valenra trop priitea. 

2 '73 io 5 «08076 ,68877 ,3. 
2*33606,79774,99789,6. 
0*36794,91 934,3 1 1 33,7. 
y 73 206,0807 5 , 68877 , 2 . 

i'»36o6.79774,99789,6- 
iV4rit3,S9S49,99S79,x. 
0*51763,80902,0604. 
r93a85.i6Sx5.78i3. 
3'8 o 4 ii, 6 q 65 i 3o6i . 
0*63985,68673,5659. 
l’SSTSj.çgSSa^ie;. 
1*9692 i«33 1 So3832. 

7*34^/>4 iu 7,9995. 

O* 1 o4$7 • 1 9 1 *4 3^ • 
0*99861,95347 ,5456. 
6*28o3i .47491 .SxSo. 
628893,35159,6414, 
o'oSxSS 38966, 1 $7 U 
0*99965,732 49 ,7555. 
«*o5237,i8«3i,5833. * 

6*38246,75934333. 
6*38463,11761,568. 
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OKOHÉTllIE ÉLÉMENT A .1 RE. 
foil «msi grande, c’esi-i-dire , au diamèirc; il faut les di\iser par a : ce qui 
donne 3'i4ia3,378 eic. pour le contour du polygone inscrit, et 3 'j 433 i,o 58 etc. 
pour le contour du polygone circonscrit. La différence 0*00107, 680 otc. de ces 
contours, est plus petite, que 11 dia-millièraes parties du diamètre ; par con- 
séquent, si l’on fait la circonférence égale à 3 ‘i4i 35 , on ne la lak pas de 11 
dix-millièmes parties du diamètre plus petite qu’elle n’est; si on la fait égale à 
3'i4a3i , on ne la fait pas de 11 dix-millièmes du diamètre plus grande qu’elle 
n'est. 

On s'en rapproche encore plus , quand on considère que la moyenne arithmé- 
tique entre les limites d’une grandeur quelconque , ne diffère pas de cetto 
grandeur , par la moitié de l’excès de la limite supérieurs sué Inférieure ; que 
par conséquent 3'i4i77,3l8 etc. moyenne arithmétique entre 3'l4tft3,378 etc. 
et 3 'i 423 i,o 58 etc., limites delà circonférence, ne diffère pas de la circonfé- 
rence par la moitié de 1 1 dix-millièmes , c’est-à-dire , par 1 1 Tingt-millièiues 
ou 55 cent-millièmev parties du diamètre. 

Si donc étant connue la longueur d’une circonférence de cercle , par le 
nombre n de mesures quelconques y contenues; on veut connottre la longueur 
du diamètre; la proponion 3'i4i77 : l'ooooosn la donnera, à 55 cent- 
m'illièmes près de sa véritable grandeur, et même plus près. Et réciproquement, 
si étant connu le diamètre, d’un ceicle, par le nombre n de mesures quelcon- 
ques y contenues, on veut connoStre la circonférence de ce cercle ; la proportioa 
l’ooooo : 3'i4i77z=n : ^ , la donnera , par une valeur^, qni ne s’en écartera 
pas de 55 cent-millièmes. 

Cependant cette dctcrininetion des valeurs x, y, résultant d’une multiplication 
et d’une division, faites parles termes du rapport de 3'i4l77 • l'ooooo; se 
facilitera au moyen d’un rapport , qui , avec de plus petits termes , ne s’en 
écarte pas beaucoup : ce rapport est celui de aa ; 7 , qui prend la forme 
3 'l 4 a 85 : l'ooqoo ,. quand on divise ses termes par 7 ; de sorte que son anté- 
cédent , ne surpasse l’antécédent de 3'i4i77 . l’ooooo, que de 108 cent- 
millièmes parties du diamètre , tandis que 3’i4i77 ne surpasse pas la circonfé- 
rence de 55 de ces mêmes parties ; que par conséquent , on ne s’expose pas à 
une erreur de 108 -f- 55 = i 63 cent- millièmes du diamètre , en en faisant 
usage; et partant, qu’on peut l’employer toutes les fois que semblable erreur 
n’est pas de conséquence, ou que, pour le moment, on veut se la permettre. 
Aussi Archimède s’arréui-t-il à ce rapport de sa :'7 , lorsqu’il y fut parvenu par 
le calcul des contours des polygones réguliers inscrit et circonscrit de g6 côtés, 
c’est-à-dire, lorsqu’il eut démontré, que prenant le diamètre pour l’unité , la 
circonférence étoit plus peüte que ^s=: 3 ^« 3 | 3 » grande que 3 
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Conspfpencc qni rpsiillc oiissi du calcul des contours des polygones rc'gidiers 
iuscrîi Cl circoiiscril de }ao côtés; puisque d’une part Ô'j'isSS, est plus 

grand que S'i'taSl, contour du polygone circonscrit, tondis que d’autre part, 
3 ÿj =3'l4o etc. est plus petit que Ô’i'iia etc. eoutour du polygone inscrit. 


SECTION VIL 


la courbure des lisrnes courbes en général , et de la courbure 
du cercle en particulier. 


J. fiTROBVCTtOK. Un point M {fg. cW), qui se meut en ligne droite AB r 
sur un plan ABC, s’éloigne ou se rapproche toujours d’un second point C,- 
placé- sur ce plan hors de cette droite : car abaissant de Csur AB la perpen- 
diculaire CP; 9 le point M se meut de M vers N , il s’éloigne ; s’il se meut de 
N vers M, il s’approche de C; attendu que les obliques tirées deC aux points 
de MN, vont toujours eu croissant, de]uiis CM jusqu’à CN. 

U n’on est pas de même d’un point M , qui se ment sur la circonrérenCe d’iio 
cercle MPQ (fig. i33). Ce point reste toujours à la meme distance du centre 
G , ensortc que jamais il" ne décrit le plus petit éldnienl de ligue droite , vu 
que s’il en déoiivoit un, il se porteroit à d'inégalos distances du centre, ün- 
point qui s» meut sur la circonférence dun cercle , y change donc conti- 
mtellemenl de direction), d'où- il suit qu’on peut demander , quelle est celle 
qui lui est propre, en un point quelconque de ceUe circonférence?' 

PROBLÈME XXX. 

Quelle est la direction du point M {fig. t-34 ) , lorsque se mouvant sur la 
circonférence du cercle ARQ , il est parvenu en A? 

Je réponds que la direction qii’U suit alors, est celle d’AT, tangente au 
point A du cercle ARQ, et la preme que je puis en dotmer est, que cette 
direction tend moins que toute autre , à éloigner du ccolic le point M, ou à 
Peu rapprneber. 

En elTct, supposé prcinicroment que le point M, arrivé en A, sc mftt scion 
la dircciion AS, au-dessus de la tangente AT; il parcoiirroit en cerlai» letns, 
scion cette diiccli n, tme longueur AS, égale à la foiigiieur AT, qp’U par- 
courroll , tlans le aièiuc letns, s’J s« niouvuit selon lu langcuie. Ain.si , les 
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côt-cs CA, AS, du triangle CAS, étant re.s|icclivenienl égans ans côtés CA, 
AT, du tiiangle CAT, et l’augle CAS surpassant l'angle CAT ; la base CS 
de CAS, seruit plus grande rpic CT, Iwse ile CAT ; d’ob il snivrolt que CS — 
CIl= RS , surpasscroit CT — CQ =.QT ; et partant , que le point s’éloigneroit 
■ plus du eeulrc, en suivant la direction AS, qu’en suivant la direction AT. 

Secondement, suppose qite le pouit M ( Og. l35) au lieu de suisie une 
direction AS, élevée au-dessus d’AT, eu suivît une AZ, aliaistce au-dessous; 
si l'on divisoit i'onglc TAZ en deux éguleincnt, par la droite .AL , cl qu’on 
altaissàt du centre C sur AL , la per|>ojidiculaire CR , aboutissant en T ; 
les tiiangles ART, AKZ jionrioicnt convenir , par un côté commun AK , et 
les angles stir ce côté respectivement égaux; d’où d suivruit qu’AT scioit 
= AZ, et que le |K>inl M, se mouvant selon la tangente AT, airiveroit en T, 
dans le même teins qu’il ariiveioit eu Z, se mouvant selon la séc.vn'e AZ. 

• Or airivé eu Z , sa distaDce du cenue se seroit raccourcie de la quantité Za:_ 
arrivé en T, sa distance du centre se seroit allungée de la quantité Ta Z<i ; 
donc lors(|iie le point U se meut selon la tangente ; il s’éloigne moins du 
centre , qu’il ne s'en approche , quand il se meut selon b< sécaute ; donc , de 
toutes les directions qu’il peut suivre, aiicimc ne le niaintieui mieux à égale 
distance du centre, que colle de la tangente; dune en général, la threction 
^un point qui se meut sur la circonférence d’un cercle est , en chaque point 
de celle circonférence , celle de la lanpente en ce point même .Ajoutons «pie si 
ce point parcotiroil tme portion , «jiielque petite qu'elle fut de cette tangeute, il 
se porteroit à une distance du centre , plus gr.-uide que le rajon; que par 
conséquent , il ne fait que passer d’un ]K>iiil de cette tangeute au pbiiit qui 
suit immédiatement, et que ces deux points sont sur la circonférence du cercle 
aussi bien que sur la tangente. 

Déliniiion. Une tangente du cercle est donc une droite qui passe par deux 
points contigus de la circonférence de ce cercle. Déliniiion «jui se présente 
aussi , quand on considèic des cordes parall^cs à une tangente PB (Gg. j33) : 
’ car ces cordes MQ , MR, .MS, etc. étant, comme BP, perpemliculuires au 
ravon CP, et «liraimiant a mesure qu’elles s’éloignent du centre; la dernière 
coïncide enfin avec la tangente , ce qui fait participer celle-ci aux deux pointa 
qui soûl communs entre la dernière et la circonférence. 

’ ' Voilà donc une définition des tangentes, dillé'renic de celle qui en fait des 
perpeudiculaiics à l’extrémité d’un rayon. Ces deux définitions conviennent 
ccpcmlaiil aux memes lignes ; mais l’iinc les déleriniiic jiar deux [loinls; 
l’anlie, par iiu point cl par l’angle qu’elles fout avec le layon «pii aboutit à 
ce point métuo. La preiuiêre a ccl avantage sur la seconde , qu’elle est appü- 
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cablc aux tangeiilcs de loiilcs les lignes combes ; qii’on peut dire en general , 
(jue ce sont les droites <|iii passent par deux points (jui se suivent ininicdiatc- 
ment , sur la courbe dont elles sent tangeulcs. 

Cette définition des tangentes par deux de leurs points, les rend propres 
H caracteiiser les dillercnlcs cotn bures , par la manière dont elles divergent 
les unes des autres ; si elles div ergent partout egalement et dans le même sens; 
la courbure est nuiforme ; si elles divergent dans le même sens, mais plus sur 
un arc que sur un antre; la eonrbure du premier arc est plus grande que celle 
du second : si après avoir diverge' en un sens , elles divergent en sens oppose'; 
la courbure est eu sens opposes. Mais ces notions n’e'laut pas encore sulfisani- 
ment dév eloppe'es , nous preparerons leur entier développement par les deux 
observations suivantes. 

Ohsfrvalion i. L’on ne peut pas dire de deux droites fpu se coupent, que 
l’mic soit à la droite , ou qu’elle soit à. la ganebe de l’autre ; parce que , quel 
que soit Celui des angles formés par ces droites ; dans lequel un spectateur soit 
place'; si la première moitié de la droite coupante, fiil pareil à la droite de 
la première moitié de la droite coupée ; la seconde moitié de la ligne coupante , 
lui paroît h la gauclie de la seconde moitié dc*Ia droite coupée. Mais lorsipie 
deux droites qui se rcnconlrent, sont terminées à leur point de rencontre, un 
spectateur , placé en dedans de l’angle qu'elles forment , peut dû « que par rap- 
port à lui ,. Tune tombe à ilruite et l’autre à gauche. 

Seconde observalion. On a le choix de parcourir fa circonférence d’un 
cercle , soit en avant toujours le centre de ce cercle à sa droite , soit eu ^ 

l'a} nnt totijonrs à sa gauche : dans le premier cas , on la parcourt de gauche à 
droite ; parce qu'en totiruaat , on dévie loujoui-s de ganebe à droite : dans 
le second cas , on la |>areonrt de droite à gauche ; parce qu’en tournant , on 
dévie tonjoiirs de droite à gauche. Ces deux manières de parcourir la circon- 
férence d’un cercle , conviennent aussi k un point , il peut la pareonrir de 
gauche à droite ou de droite .è gauche ; et dans le premier cas , 1» dhec- 
tiou qu’il suit en un point quelconque de la circonférence , est eontraire à 
celle qu’il suit au mémo point, dans le second cas. £u général, un point ijui .se 
meut sur un plan , paut y changer de direction de deux manières : rime , 
en déviant k droite ; l’autre, en déviant à gauche de sa précédente diiection. 
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Tir É O R É M E LU. 

177- Ln courbure il» In ligne circulaire est uniforme, et les demi- tangentes qui 
en marquent les directions de gauche à droite, tombent successivement 
à la droite les unes des autres , faisant chacune , sur celle qui la précède 
immédiatement, un angle plus petit qu’aucun angle donné. 

ABK est un cercle (fi}'. l3G ) ; CA, un rayon de ce cercle ; AT, ia demi- 
tangente üi ce de l’cxireniité A , de ce ravon ; et le rayon CK e.st parallèle 
à celte donii-tangcme. De |>lus, AT et CK sont si bien fixées et assujetties au 
rayon CA , que celui-ci venant à tourner auitnir de sou exlicralle’ C, celles-là 
ne changent point de situation par rapport à lui. 

Cela pose" , iorsqiie le rayon CA se porte en CB , le rayon CK se porte en 
CL , et la demi-tangcmc AT , parvient en BV , sans avoir cesse un instant 
d’être tangente, et de maintenir son parallélisme avec le rayon CK. Or celui- 
ci étant passé de CK en CL , par un inouvcmeut angulaiie et uniforme , de 
gauche à droite; la denii-langcnte AT, est passée aussi d’AT eu BV, par 
un mouvement angulaire et uniforme , de guiiclie à droite; par conséquent , la 
courbure de Tare AMB , dont elle a pris successivement toutes les directions , 
est une courbure uniforme, et ses demi-tangentes tombent successivement à la 
droite les tmes des autres , chacune faisant un angle plus petit qu’un angle 
d>)nné , avec celle qui la précède immcdiatenient , vu que le rayon CA ne 
parvient à une situation nouvelle , qu’après être passé par toutes les situations 
intermédiaires. 

D^nitions. Ou entend par angle donné, un angle dont la grandeur peut 
être assignée , par les degrés, minutes, secondes , etc. qiri y sont contenues : 
et lorstpic celte grandeur n’est pas asâgnable , faute de trouver parmi les 
niuitilos, secondes , tierces etc. , des valeurs assez |iclite$ pour la caractériser; 
l’angle auquel elle convient est dit infiniment petit. L’angle formé par deux 
tangentes du cercle , qui se suivent immédiatemeut , est donc un angle de 
celte déHominalion. Il porte aussi le nom d'angle de contact , et ce nom 
s'applique à tous les angles compris entre deux tangeiiles de ligne courbe , 
tirées sâ près rime de l’autre , qu’une iroisième ne peut leur être interposée. 

■7*' Remarque. Je reviens au théorème LU, pour oh.server que, si au lieu de 
tirer la denii-tangeule AT ( fig. l36), de gauche à droite, on l’avoit tirée de 
droite à gauche; ce secosid cas.n’auruit dilTéré du premier , qu’en ce que les 
deuii-l.'ingciUes sc seroieiil placées successivement à la gauche , au lieu de se 
placer à la droite les unes des autres ; et qu’à raison de celle différence , 
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> IVnoncc du tlicorùme .lui oit pris la forme suivante ; la courbure de la ligne 
circulaire est uniforme , et les demi-tangentes , qui en marquent les direc- 
tions de droite à gauche , tombent successivement d la gauche les unes 
des autres , faisant , chacune avec celle qui la précède immédiatement , un 
angle plus petit qu'aucun angle donné. 

Distribution des lignes courbes en deux classes. La dénioiislralion du 
tlicorème LU , et la remarque qu’on vient d’y ajouter , font voir (pi’iin point, 
•qui parcourt un cercle entier de gauche à droite , passe successivement d'une 
direction à une autre plus à droite ; et qu’un point qui le parcourt de droite a 
gauche , passe successivement d’une direction à une autre plus à gauche j que 
par conséqiicul, dans l’un et l’autre cas , les directions de ce point n’allerncul 
pas de lu droite à la gauche , mais se portent constamment du même côte'. 
C’est celle disposition à tourner dans le même sens, qui caracte’rise les courbes 
à courbure en même sens, et les distingue des courbts à courbure en sens 
opposés , dans Icstiuelles , les demi-tangentes , après avoir pris sur un arc des 
directions , de plus en plus à la droite les unes des autres , en prennent , sur 
l’arc suivant, de plus en plus à gauche ; ce qui met entre ces courbes autant 
de dilTe'rences , que peut en mettre le nombre d’arcs tournes en sens opposes 
dans les unes, comparé au nombre d’arcs tournés en sens opposés dans les 
autres. 

Seconde distribution des lignes courbes en deux classes. L’angle de contact 
donne lieu à une seconde distribution des lignes courbes en deux classes : la 
première , composée de celles où cet angle est partout infiniment petit : la 
seconde , composée de celles où cet angle, en un ou plusieurs points, est de 
grandeur finie. Le nom de courbes d courbure continue , convient aux pre- 
mières , attendu que la demi-tangente n’vr passe d’une direction i une autre , 
qu’apres avoir passé par toutes les directions intermédiaires. Le nom de courbes 
d courbure discontinue, convie'nt aux secondes, attendu qu’en un ou plusieurs 
points , la demi-tangente y fait un angle fini avec la tangente qui la suit 
immédiatement. 

Remarque. Les courbes d courbure continue , qui ont des arcs tournés 
■.*179. en sens opposés, doivent être exemptes de courbure, dans ceux de leur» 
points qui séparent un arc tourné en un sens, d'un arc tourné en sens opposé: 
car les demi-tangentes tombant à droite on à gauche les unes des autres sur le 
premier de ces arcs , et i gauche ou à droite sur le second ; la loi de con- 
tinuité exige que la demi-tangente, qui vient immédiatement a|N'ès la dernière 
de celles qui tombent à droite , ne tombe ni à droite ni à gauche de celle 
' /qui la précède., mais, en suive la direction ; .et la .meme loi veut que la demi- 
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tangente <pii vient imnu-diatcmeut après la ilcriiière de celles qui toniltent à 
gaiiclic les unes des antres, ne tombe ni à gaiiclic ni à droite de ccllo qui 
la précède , niais en suive la direction ; ce qui suppose en ce lien trois jioints 
eu ligue droite, et par conséquent une entière exemption de courbure. 

Autre manière de démontrer que la courbure du cercle est uniforme. 

L’arc AMB (Cg. i36) , est proportionnel à l’angle ACB = KCL , et l’angle 
KCL est égal à l'inclina'ison que BV a prise sur sa première direction AT ; par 
conseqiiciil , plus tra arc est grand , plus grande aussi est Pincliuaison que pren- 
nent , l'une sur l’antre , les deini-langcntes tirées en même sens aux cxtréniilés 
de cet arc. Or la courbure n’ayant d’autre ‘elTet snr les deiui-tangenies, que 
de changer leur direction; la proportionnalité' de cés ehangemens à la grandeur 
des arcs par lesquels ils s’opèrent , démontre que ces arcs sont partout éga- 
lement courbes; et partant , que la courbure du cercle est UDiforme. 
n.*i8o. Conséquence. Comme les demi-tangentes, en même sens, des courbes à 
courbure uniforme, divergent d’autant plus, que l’arc qui les sépare est jdiis 
grand ; on conçoit que les courbures uniformes , comparées les unes aux 
autres, sont d’autant plus grandes, qu’il leur suifit d’un plus petit arc, pour 
changer d’une qnant'itc donnée la direction de leurs demi-tangentes; qu’aiusi 
une courbure uniforme, qui change cette direction d’une quantité a, par un 
arc , ^ , J , , etc. de l’arc qu'il faut à une autre pour produire le même 

changemept, est double, triple, quadruple, etc. de celle de cette autre; 
et qu’en général, les courbures uniformes sont en raison inverse des arcs 
par lesquels leurs demi -tangentes prennent, les unes sur les autres, des 
inclinaisons de grandeur donnée. 

THÉORÈME LUI. 

Les courbures de différtns cercles, sont en raison inverse des rayons de 

ces cercles, 

n.*i8i. Soient DEF, def (fig. 157 ), deux cercles concentriques; ensorte que Cd, 
Ce , rayons de def, fassent partie de CD, CE, rayons de DEF : les angles DCE, 
dCe, étant égaux; si l’on tire les demi- tangentes DT, EV — dt, er>; EV fait 
avec sa première direction DT , un angle égal à DCE ev fait avec sa première 
direction dt, un angle égal à dCe; de sorte que les demi-tangentes ont autant 
changé de direction sur le cercle DEF , par l’arc DME , qu’elles en ont changé 
sur le cercle def, par l’arc dme-, que par conséquent les courbures de ces 
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cercles, sont en rxisun inverse des arcs DME , dme. Mais ces arcs sont enir’ciix, 
comme les clrcunrerences diuil ils {but partie ; donc les coiirhiii'cs do UEF, 
d^y, sont en raison invei-se de ces circoiirereiices ou de leuis rayons ; donc eu 
gi’nci al , /es courbures de différens cercles sont ch raison inverse des rayons 
de ces cercles. 

•.* i8if Conséquence i . Il suit de U , que les lignes circulaires sont susceptibles 
de tons les degrés de courbure , qui peuvent convenir aux lignes d courbure 
continue ; car puisque dans toutes les lignes de cette dénoniinalion , la dciiii- 
taugente ne passe d'une direciiou à une autre , qu’aprés avoli- |>asse par tomes 
les directions ia:crniediaires ; ce n'est qu’à l'cxtreniité d’un arc plus ou nioinis 
graud qu'elle fail un angle de grandeur donnée avec la direction qu’elle avuit 
à l’uriglue de cet arc. Or il y a des arcs de cercle de toute longueur, par 
lesquels deux demi- tangentes divergciil d’un degré, d’une niiuiite , d’une 
seconde, et de tout autre angle donné; donc il y a tel de ces arcs , dont la 
courbure est la meme que celle d’un arc donné de courbe k courbure 
continue. 

Dira-t-on qtte Parc de courbe n’étant pas également courbe dans toute sa 
longueur , on ne peut pas assimiler sa courbure à celle d’un arc de ccrclc? 
Mais rien n’oblige à biire le premier si grand , qu’il soit inégalenient coitrbé 
dans ses differentes parties; ou peut le réduire à tel degré de petitesse , qu’il 
n’y ait plus lieu à cette inégalité; et alors, l’objection perdant toute sa force, 
les lignes circulaires demeurent susceptibles de toutes les courltures qui peuvent 
convenir aux lignes à courbure continue. On ne peut nier cependant , que 
celles-ci n’offrent , en certains po'mts , une singularité que n’oiTrent nulle part 
les lignes circulaires; skigularité qui eonsiste dans une parfaite nullité de cour- 
bure. Cette nullité a lieu dans toutes les lignes à couHrure continue, qui ont 
des arcs tournés en sens opposés : la courbure y est nulle partout où elle 
passe d’un sens dans le sens opposé. 

sf. i83. ‘ Conséquence a. La cotuivure des lignes à courbure continue , excepté le cas 
de nullité , ayant toujours son égale dans celle de quelque cercle ; le meilleur 
ntoyea de l’estimer est , fie trouver le rayon de ce cercle : ce k quoi l’on pro- 
cédera par la méthode suivante , qui s’applique également aux courbes à cour- 
bure discontinue. 

Etant proposé de trouver le rayon du cercle de même courbure qu’A.BDE , 
en B, point quelconque de cette courbe (fig. i38 ) ; on commencera par tirer, 
de part et d’autre de ce point, les cordes BA,BD; l’on éievera ensuite sur 
. .leur milieu les perpendiculaires KR , LF ; et le point C , dans lequel elles se 
couperont, sera à égale distance des trois pointa A, B, D; d’où il suivra que. 
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de ce poinl comme ccnfrc, avec CA comipc rajon , dcerivant un ccMc; il 
passera par les jroinls Â , B , D , cl les anra en coiniimn as ce la courbe ABDE , 
ensorte que si celle conrbe csl denalure, qu’on puisse déterminer le raytin 
du cercle qui passe par trois quclcoiKpies de ses points ; il ne. restera plus 
qu’à faire, dans l’expression générale de ec rayon, les distances BA, BD, 
égales à zéro , pour qu’elle se rapporte au rayon du cercle de même courbure 
qii’ABDE au point B; puisqu’antour de ce point , il y aura trois points con- 
tigns , communs au cercle et à la courbe , lesquels suffiront , pour donner 
même angle de contact à l’un qu’à l’autre. 

Définilion. A l’expression , rayon du cercle de même courbure, on a subs- 
titue celle de rayon de courbure s ensorte que rayon de courbure, et ravon 
du cercle de même courbure qu’une ligne courbe eu qnelqii’iin de scs points, 
sont des expressions synonimes. 
n.’tS4. Conséquences. Supposé que, par la roéihode que nous venons de proposer, 
on pût trouver le rayon de courbure d’une ligne courbe en l’un quelconque de 
scs points ; la longueur de ce rayon seroit finie , infinie , ou nulle ; si elle 
éloil finie, il n’est pas douteux qu’elle n’indiquât la même courbure que celle 
du cercle qui l’aurolt pour rayon; mais si elle étoit infinie ou nulle, à quelle 
courbure se rapporteroit-dle 7 Je re'ponds , qtie les courbures des cercles 
étant en raison inverse de leurs rayons, un rayon de courbure nid , se rapporte 
H nne courbure plus grande que celle d’aucun cercle; un rayon de courbure 
infini, se rapporte à une courbure moindre que celle d’aucun cercle. Demande- 
t-on ce que c’est qu’une courbure moindre que celle d'aucun cercle ? Je 
réponds que c’est une courbure nulle : car puisqu’il y a tel cercle , où II faut 
un as c de longueur , aussi grande que l’on, veut , pour faire changer d’une 
seconde, d’une tierce, d’une quarte etc. la direction de la tangente; il est 
clair qu’une courbure ne peut être moindre que celle d’un si grand cercle , 
sans être absolument nulle. 

Demande-l-ou aussi , quelle est une courbnro pins grande que celle d’aucun 
corde? Je dis que c’est une courbure dont l’angle de contact est un angle fini: 
. car puisqu’il y a tel cercle, où il suffit d’un arc de longueur aussi petite que 
l'on veut , pour faire changer d’un et plusieurs degrés , la direction de la 
demi-tongente ; il est clair qu’une courbure plus grande , ne peut être que 
. celle où cette longueur est nulle ; que par conséquent , une courbure plus 

, grande que celle d’aucun cercle est celle , où un arc oui suffit , pour faire 

passer la tangente d’une direction à une autre , qui en dilfèrc par un angle fini : 
en d’autres termes, une courbure plus grande que celle d’aucun cercle est 
celle , dont l'angle de contact est un angle fini. > 

V. 
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J’ajomenii’qne non seulement nn rayon de couilnue nul, repOOil à un 
an”le de contact liiii ; mais réciproquemeut , qu'un aiq^le d« contact fini ., 
répWid à ntl rayon do owirlnire nul. % .-! ;.f. j 

En effet, suppose que BAR. .angle fini (fig. ïSg) , rflprdicnlo l’angle de 
contact d’un* courbe, ati point A ; les jambes de cot angle seront deux dcnii- 
tangentcs consecutites AB , AR : la jireiniere AB, tirée par le point A,, 
du point s de |n courbe qui prcccdc ûnmcdiafenient A :.^la seconde AR, 
tirée du point A , par r, point de la courbe, qui vient irame'dialemenl 
a|)i-ùa A. De sorte qu’il s-’agit de prouver, que le rayon du cçrclo.qqi pai«crpl_t 
par les points s. A, r, scpoit égal à xéro.. , , , j, - "J 

Dans ce dessein, jo eonimcuce par prolonger BA en -S j.jg^divîse ^ensuite 
l’angle RAS en deux également, par la droite AC ^ puis, d’un poiitt C de 
ecuu droite ,. j’incline CR sur AR , de manière que Faugic CR*A, soit égal à 
i’aiiglu CAR ; enfin, du peint C , j’uieliuc CS, sur AS, de manière quq l’angle 
CSA , soit égal à Faiiglc CAS. Airnd les triangles ACfi , ACS „ portant spr leurs 
bases reqiectivcs AR , AS des angles égaux à CAR = CAS, sont équianglcs et 
isoscèlesÿ d’üt'v il suit , qu'ayant de plus un côté cominuu C.V, ils peuvent con- 
venir; que par cotiséquenl si, du point C comme centre, avec CA- eomino' 
rayon, l'on déciivoii un cercle; ce cercle pa.sscroil par les points- R-, A , S. 

Je coiiiinnc , cl après avoir pris sur AR , un point L plus près do A que le 
point R , je liic I.K , parallèle à RC, puis KM jiarallùlc à CS; d'où U suit que 
les trian!;lts LK A , AlKA, sont respeclivemeul éi(uiaiiglcs aux triangles isoscèleâ 
fiC.A,SCA, et qu’ayant de plus un côté commun, ils peuvent convenir; cl par- 
lant, qu’un cercle décrit dn point K comme centre , avec KA comme ravon, 
passer oit par les points L , .A , M. Mais KA rayon de ce cercle, est plus petit que 
C.A, dans le même rapport que la distance AL C. t piftis petite que la' distance 
AR; donc lors(|Ue les distances AL, AM se' lédiristnt à xéro, le rayon K A se 
réduit aussi à xéro , donc le rayon de courbure d’une ligne courbe so réduit 
à xéro, lorsijtie l’angle de contact de celte ligue est un angle fini; donc un 
angle de contact fini , répond toiijoiies à un rayon de courbure nu). 

Réiumé de ce ijui précède sur les dijférens degrés de courbure des ligner 
courbes. D’un côté, tout l’effet de la courbure cou.sisic à faire cliangcr la direc- 
tion de lu tangente, c’est-à-dire, a pi-oduiic ccrlaln angle de contact ; d’un autre 
côté, lu valeur infinie du rayon de courbure, est reiulive à un angle de contact 
absolument nul; la valeur finie de ce r.vycm, est relative aux angles de contact, 
infiniment petits, de tous les cercles; cl enfin, lu valeur nulle de ce i-ayon , 
est relative à un angle de contact fini. Doue les trois valeurs, finie, infinie et 
mille, du rayon de couiburc, se rappurient à tous les degrés de courbure. 
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puis qu'entre la plus petite et la plus grande , il u'eu est aucune qui ne trouve 
sou égalé dans celle de quelque cercle ; et que celle qui est nulle , est relative 
i un angle de contact fini ; que celle qui est infinie , est relative k un angle de 
' Contact absolument uid. 


TIIÉORÈMELIV. 

Toutes les courbes à courbure uniforme sont des cercles. 

• : I. 1 1 , •> , 

iSS. • Figârons-uoiis que, par trois jvoints contigus d’une Kgne à courbure uni- 
forme , on ail fait passer un cercle de même courbure que cette ligne : ces 
trois |voints donneront à celui-là et à celle-ci un inême angle de contact, et 
tous les! autres angles de celte dénomination seront e'gnux de part et d’autre. 
Cependant si la ligue courbe sortoit du cercle , le point par lequel elle en sor- 
tirait , lui donneroit <me demi-tangente autre que celle du cercle, et par cela 
même , un tuigic de contact plus grand ou plus petit que celui du cercle , ce 
q'iii rcpugnemil à l’égalité de tous ces angles; donc la courbe ne sort |>as du 
‘cercle, m.ais coïncide de point en point avec lui; et parlant, toutes les courbes 
à courbure iiiiirorme sont des cercles. 

Définition. On distingue aise'ment le céiié convcsc du côte concave d’un arc 
de courbe; cependant, s’il falloit les définir, je dirais, qu’un arc de courbe 
est convexe vers.Ie côté sur Icipiel ses dcnii-tangenlcs commencent leur cours; 
qu’il est concave, vers le côté opposé. 


/ 

Fin de cette Section et de la première partie de la Géométrie élémentaire. 
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SECONDE PARTIE 


I 

DE LA 

GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE, 


De la mesure des surfaces planes , terminées par des ligne» 
droites ou circulaires. 


SECTION PREMIERE, 


àlesure des surfaces planes et rectilignes. 


PRÉLIMINAIRE. 

On est si so«vent .ippelc à mesnrer des surface», que sans insister sur l’iui* 

Klé, je dirai même la nécessile' de celte mesnre , je commencerai par oLscr\ er ; 
que le biu rpi'on se propose , quand on mesure uue (jUaolilé , étant , de sc faire 
une idée de sa grandeur, par celle de son rapport à la mesure qu’on lui com- 
pare; il faut que celle mesure se conçoive aussi uctlcmeiit, si ce n’e.si plus 
ncttcmcul encore, que toute antre quantité de son espece. Conformément à 
cette observation, l'on estime avoir bien mesuré uue longueur,, quand on a 
trouvé le nomitre île toises, pieds , pouces qu’elle contient; parcs qu’on se fai» 
nnc idée plus nette de ces parties d’uue ligne droite , que des parties d’une 
courbe quelconque. Notre premier soin , i elatii enient à lu mesure des surfaces , 
doit donc être, de leur choisir, pour terme de com|iaraLsun, une surface , dont 
(c contenu se conçoive aussi bien , si ce u’esl mieux , que le contenu do toute 
autre. 

Or si, à cet égard, certaines surface» sont préférables à d’autres, essont .<aus 
doute les surfaces plûncs, comparativement aux surfaces courbes : les surfaces 
planes rectiligne» , comparativement aux surfaces planes curviligBes : les sur~ 
faces rectilignes régulières, comparativement aux surfaces rectilignes irrégu- 
lières ; et enfin , les surfaces régulières d'un petit nombre de côtés , compara- 
tivement aux suiTuces régulières d’un grand nombre de côtes , à moins que \ 

l’arraugeraenl de ces côtés ne mette plus de facilité à eu concevoir le contenu, 
que leur nombre n’y met de ililficulté ; ce qui est en effet le cas du carré com- 
paré au triangle équilatéral; parce que l’angle du carré a uii rapport j>lus simple 
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à tome la rjuantilé angidaû e autour d’un point sur ou plan , que Tangle du 
uinnglc équilatéral. 

Quelle que soit au reste la-cause qui fait qu^on a une idée plii.s juste de la surface 
coiitciiuc dans un -cart-é, que delà surface cuntenne dans un trian-'Ic équilatéral; 
toujours est-il vrai , que le carré est préférable au triangle équilatéral j en qua- 
lité de mesure des surfaces. D’oii il suit que , cette préférence une fois accordée; 
comme toutes le.s figures rectilignes peuvent se partager en triangles , leur 
comparaison avec le carré., ou leur mesure , se réduit à la mesure des triangles; 
que par conséquent , si le triangle éloil imnicdiaiement comparable au carré , 
celle compariûsun u’ctigoroit plus qii’mre addition, pour conqdeucr la mesure 
des surfaces recliligne.s. Mais les triangles ne promettant rien de leur conqia- 
raison immédiate avec le carre, et les j'arallclogrammcs ol>liquangles ne se rap- 
procbanl pas encore .tsses du carré , à causerie l’obliquité de leurs ongles; nous 
commencerons par comparer au carré les parallélogrammes rectangles, après 
quoi nous lui comparerons les pavallélogrammcs obliqnangles , puis les triangles, 
ei ensuite , les figures rectilignes quelconques. Tel est l’ordre que nous suivrons 
pour trouver le contenu de ces figures. Faisons pi-cccder r|ue)qiies définitions. 

D^JinUinnx. La hase (V une figure rectiti«ne , est celui des eéiés de celte 
figure, sur lequel on conçoit qu’elle repose: Son sommet est le point, oul’uo 
des points de son contour , qui tonl le plus éloignés do sa liase : sa hauteur, 
est la perpendiculaire abaissée de son sommet sur sa base. Ainsi par exemple , 
si l’on fait d’AC, la base du triangle ABC (fig. l4o); il trouve son .sommet, 
diHis le sommet B de l’angle qu’il oppose à sa base , il trouve sa Iiautciir BP , 
dans la perpendiculaire abaissée de son sommet sur sa base ou sur le prolon- 
gement de sa base. Et de nicriie , si l’on prend pour base du parallélogramme 
ABCU sou coté AD (fig. j4i ); S trouve son sommet tl.-ms quelqu’un des points 
-B, E, de sou contour, rpii sont le plus loin de sa base; il trouve sa bailleur 
dans la perpcndiciilaii'c abaissée de son sommet B, ou E eic. sur sa base ou 
sur le prolongement de sa base. 

Ajoiuoiis qii’//ne figure recliiigne est dite ftre entre deux parallèles , lorsque 
.sa base est sur finie de ces parallèles et que son sommet est sur l’autre : le 
Iriaiigle .4BC ( fig. 1 4o) , dont la 1»ase AC e>i sur AP , et le sommet B sur BD 
jiarnllélc à AP, est cmi-c les parallèles AP, BD : le parallélogramme ABCD 
(fig. l4t ), est entre les parallèles AD, BC. Ajoutons -€110010 qu’il suit de là, 
»pie lorsque la hauteur d’une figure rectiligne est égale à la distance de 
deux parallèles , cette figure se place entre ces parallèles , quand on pos» 
sa buse sur l’une, et qu’au fait tomber son sommet sur Poutre. *' 
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Proposition fondamentale. 

a.*i36. Considiirant que les angles (^gaiix sont cajiables de convenir, et qu’il en est 
de même des droites égalés'; il s’ensuit (jiie les paralUlogramnies rectàngles , 
de base» «l hauteurs respectivement égales , peuvent convenir. 

T II É O R È M E L V. 

a-* 187. Les rectangles de même hauteur , sont enir’eux comme leurs bases. 

Les bases , EH d'ABCD , EFGU , rectangles de même hauteur AB 
( (ig. 14a ) , sont conimcnsucables ou ûioonimeiisurablcs : si elles sont commen- 
surubles , je les divise j'ar leur [dus grande -commune mesure Ab ^ et par b, c, 
d , e , ]>otnls de division do Lv prcmîèite AD , je tire bf, cg , dh , ci , paral- 
lèles à AB: Par yt , q , points de division de la seconde Eli, je tire ensuite 
pr , y*, parallèles à EF et j’observe : que par la première de ces operations, 
le rectangle ABCD, est partage' en un nombre de rectangles e'gtJ au aoiidirc 
m de longueurs Ab , coutemtes dans sa base AD ; que par la seconde , le 
rectangle EFGH,cst partagé en un nombre de rectangles , e'gal au nomivic n 
de langueurs Ab , contenues dans sa base EH ; que de plus , les rectangles 
dans lesrptels ABCD, EFGH sont partages, peuvent convenir, par l'égalité 
respective de leurs hauteurs et do leurs bases ; que par conse'quent ABCD : 
EFGH — m : n = AD : EH , et partant, que les rectangles de meme hauteur 
et de bases commensurables, sont entr’etii comme leurs bases. 

Quant aux rectangles ABCD , EFGH (fig. l43), de même hauteur , mais de 
bases incommensurables; on démontré qu’ils sont entr’eux comme leurs bases, 
en faisant voir, que le contraire implique contradiction. 

En eflet , supposé premicremetvt , que le rapport AD : EH soit plus grand 
<pie le rapport ABCD ; EFGH : Si l’on augmente le conse'quent EH , de telle 
quantité HM, rpic ABCD : EFGH = AD ; EM; et qu’apres avoir pris une 
aliqtiole tF AD , jdtis petite que HM , on la porte sur EH , jusqu’à ce que son 

extrémité' antérieure tombe en I, entre les points H : Si enCn , l’on élève 

10 perpendiçtilaire sur EM; il sera formé un rectangle EFOI , de base El , 
commensutable avec AD base du rectangle ABCD ; d’où il suivra , par la 
première partie de cc théorème , que EFOI : ABCD = El : AD 

Mais on vient de voir que .4BCD : EFGH = AD : EM 

donc en composant EFOi : FiFGU = El ; EM 
conséquence dont la fausseté démontre , f|u'il est impossible que le rapport 
AD : EU soit plus grand que le rapport ABCD : EFGH.' 
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Srcondcnicnl , pour tlémonircr qne le prcniier «le ces «leux rapports n’esi 
pas [il.is pcill que le seconil , j’observe que s’H Féloit ; on ponrroit augmenter 
son antécédent AD , de telle quantité DK , que ABCD : EFGII = AK : EH ; 
«pic prenant alors une aliqiiote d'EH , phis petite «pte DK, puis la jiortant sur 
AD, jiistpi’à ce que son extremité anltiriciire tombât en L, entre les point» 
D , K ; la perpendiculaire LN, élev«*e sur AK, ach«;voroit de former le re«>- 
tangic ABNL , lequel comparé au rectangle EFGH, 

deuncroit lu projtortion EFGII : ABNL = EH : AL 

Mais on vient de voir que ABCD : EFGII — AK : EH 

donc en composant ABCD : ABNL = AK r AL. 

consetptence dont la fausseté' démontre , qu’il est impessUrle «jiic le rapport 
AD : EH soit plus petit que le rapport ABCD ; EFGII. 

Ainsi «loue les rapports AD : Eli , ABCD : EFGH ii’élant ni plus granils ni 
pins petits l'un que l’antre -, U s’ensuit «{u’ils sont égaux : c’est-à-dire en général , 
<[uc les rectangles de môme hauteur sont entr'eiix comme leurs bases , soit «pie 
CCS buses soient coramcusurables , soit qu’elles soient incommausurobles. 

THÉORÈME L V I. 
a-' i8S. Les rectangle* sont en raison composée de leurs Hauteurs et dé leurs ôases. 

Pour démontrer que deux rectangles ABCD, EFGII (fig, i44),- sont ei> 
raison composée d’AD : EH et d’.AB : EF, je prolonge AD en I , jusqu’à ce 
que DI = FGj je prolonge CD en L, jusqu’à ce que DL = FE; j’achève 
ensuite de construire les rcctaugics DIKL, DIOC : le premier , de mcinc base 
et de même hauteur «pi’EFGH ; le second de même base DI, qu’EIGH , et 
' de même hauteur DC , qu’ABCD; puis j’observe : «pic les proportions ABCD : 
D10C= AD : DI , DIOC: DIKL = DC : DL résultent du théorème précé- 
dent; que par conséquent , les raisons composées de raisons égales étant égales ; 
il s’ensuit «pie ,\BCD : DIKL = AD XDC : DIXDL,ouquo ABCD: El GH 
=ADxAB : EHxEF; attendu qu’EFGH est de même base et de même 
, hauteur (|ue DIKL; «jue de plus, AB=CD, EII = DI, EF=DL. C’est-à-dire 
en g«!iiéral , que les rectangles sont en raison composée de leurs hauteurs et 
de leurs bases. 

n.* 1Ï9. Conséquences 1 . a. Lorsque quatre droites AB , EF, EH , AD ( fig. i45 

sont proportionnelles , te rectangle des extrêmes est égal au rectangle des 
moyennes , ABCD = EFGH : car de ce «pt’on suppose que AB : EF = F-H : 
AD, il suit que ABx AD = EFxElI, et du théorème précédent, il résidte 
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qu’ABCD : El’GH=ABxAD : EFxEH; par conséquent ABCD=.EF(1II j 
«t parlant , lorsque quatre droites sont proporliunuelles , lo rectangle djs 
^ «strcnies est égal an rectangle des moyennes. 

' Réciproquement, lorsque deux rectangles ABCTi , EPGH sont égaux, 

ia hauteur et la base du premier, comme extrêmes , la hauteur et la ba.\e 
du second , comme moyennes, sont en proportion : car puisque , |»ar sup- 
position , AJJCD— EFGII ; et que , par démonstration , le jtremier de cer 
rectangles est au second , en raison composée d’Aü : EF , et d’AD : EU ; 

> c’esl-i-dire , en raison d’AB X AD : EFxElI; il s’ensuit que AB X AD— EF 
xEH , et partant , que AB : EF=EII : AD. 

»•* ‘9<>- Remarque. Si au lieu de supposer quatre droites en proportion , on n’on 
siipposoit que trois ; la première des deux constMpicnccs ci-dessus s’exprimeroit 
comme suit , Lorsque trois droites sont continûment proportionnelles , le 
carré de la moyenne est égal au rectangle des extrêmes. Et si au lieu de 
supposer un rectangle égal à un rectangle , on supposoit un rectangle égal à tm 
carré ; la seconde de ces conséquences prendroit la forme .suivante , Lorsqu'un 
rectangle est égal à un carré, la hauteur et la base du rectangle, comme 
extrêmes, et le côté du carré, comme moyenne , sont en proportion continue. 
n.’igi. Conséquences ultérieures i. a. Lorsqtie les liamciirs de deux rectangles 
sont en raison inverse de leurs bases, ces rectangles sont faits , l'un des extrêmes, 
l’autre des moyennes de quatre dioiles proportionnelles ; par conséquent , 
lorsque les hauteurs, sont en raison inverse des bases de deux rectangles , 
ces rectangles sont égaux. 

Réciproquement, lorsque deux rectangles sont égaux , la hauteur et la base 
du premier, comme extrêmes; la hauteur et la hase du second, comme 
moyennes, étant en proportion; les hauteurs de ces rectangles sont en raison 
inverse de leurs bases ; par conséquent , lorsque deux rectangles sont égaux , 
leurs hauteurs sont en raison inverse de leurs bases. 

B-'iga. Remarque. Le carré abcd (fig. i45), qu’on adopte en qualité de mesure 
des siiiiaces, représente l’unité superiTcielle. Or, comme la grandeur do ce carré 
dépend de la longueur de son côté, cette longueur doit être riiiiité linéaire , 
c'est-à-dire , la dnile dont on a fait la mesure des lignes ; car un rectangle 
quelconque ABCD, étant au carre abcd, en raison composée d’AB: ab et 
d’AD : ad, raison égale à celle d’AB X AD : abxad-, il faut que le proiluit 
. - <i6Xnd=a(X<>6, représente l’unité sujverficielle, ce qui n’est possible, qu’au- 

tant qu’a6 représente l’unité linéaire. 

■.* 193 . Conséquence 1 . Lorsque la hauteur «t la baee d’un rectangle sont exprie 
mies par les nombres qui caraelérisent leurs rapporte à l’unité linéaire , 
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mesure tfes lignes j le produit de ces nombres contient autant de fois l’ unité 
numérique , que le rectangle contient de fois l’unité superficielle , ou le 
carré mesure des surfaces : car soit m le nombre de fois fpi’AB, hauteur du 
rectangle ABCD ( fig. lA5), conticnl ah, côté Un rarré abcd : Soit de 
même /i , Je nombre de fois qii’AD , base d'ABCD , contient it 6 = i , côte 
éiabed : Si l'on consulère que le rapport ABCD ; abcd , est composé des 
rapports AB : ab = m: i , AD : ad—n : t ; que par conséquent ABCD : 
abcd = mn : i ; l’on verra qu’en effel , ABCD contient amant de fois abcd , 
inesnre des surfaces, que le produit des nombres /n ^ n , contient de fois 
runilc numérique. 

igi. Conséquence a. Considérant que la sitrface d’un rectangle, est égale an 
[■rotliiil de su I>ase par sa hauteur , et que cos deux lignes font ensemble la 
moitié du contour de ce rectangle j que d’ailleurs, le pioduil des parties d’une 
quantité coupée en deux, est d’autant plus grand que ces parties se rapprochent 
plus de l’ég.nlité ; on comprend que des rectangles de contours cgairx , peuvent 
être fort inégaux ; que deux villes de même circuit , bâties sur des sols rec- 
tangulaires, peuvent être beaucoup plus grandes l’une que l’autre : Car supposé 
que ce circuit soit de douze milles; celle qui sur cinq milles de long aura un 
mille de large, ne contiendra que cinq milles carrés; celle qui sur quatre railles 
de long, eu aura deux de large, contiendra liiiit niilles c.vtrés ; et celle qui 
sur trois milles de long en aura trois de large , coniicndra neuf milles carrés. 

Remarque et dénomination. Comme les anciens géomètres ctoient dans 
l’usage de tracer leurs figures sur des ]>lans encastrés dans des iiuirs; iisvovo’ent 
tiiic buse et une hauteur à celles qui , tracées sur le lerrein , leur auroiciit pré- 
senté une lüiigucur et une largeur : D’où vicut qu’en géométrie , les expres- 
sions base et hauteur sont comme synoninies des expressions lougnenr et 
htrgeur , et que , si les premières ont été réunies sous la dénomination de 
Dimensions des figures planes, il en a été de même des secondes. Cei>en(lant 
cette dénomination. Dimensions des figures planes , est bien pins appropriée 
aux rectangles , qu’aux figures qui ne se mesurent pas comme eux , en mul- 
tipliant leur buse par leur hauteur, ou leur longueur par leur largeur : Rela- 
tivement à ces figures, elle ne sign'ifie autre chose, sinon, (pi’ellcs s’étendent 
en longueur et en largeur , selou deux directions qui se coupent à angles 
droits. 

Autres conséquences de la proposition , que les rectangles sont en raison 
composée de leurs hauteurs et de leure bases. ' 
ig5. D’une part , il a été prouvé n.* ig3 , que le produit des nombres qui 
expriment les rapports de deux droites à l’unité linéaire , contient autant de 
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fois l'imitë nmiM^ritpic , f|ue le rectangle fait de ces droiles coulicnl de fols 
l’uuitc snpeviioitlle , ou le carré mesure des surfaces ; D’autre |iarl , dans la 
première partie de celte géométrie, il a été prouvé; que les côtés, amour dn 
l'angle droit d’un triangle rectangle , multipliés cliacnn par liii-mème, doiinuiciil 
deux produits, dont la somme égaloil le produit de rhvpolliéimse millliplléc 
par elle-même ; par conséquent si à ces produits ou substitue les carrés faits 
des droites qui en sont les facteurs ; il y aura entre ces carrés la inèt.'i» 
égalité qu’entre cos produits : C’esl-à-ilire , que Leu carrés construits sur 
les côtés autour de l’angle droit , seront égaux , pris ensemble, an carré 
construit sur V hypothénuse d’un triangle rectangle, El j’en dis autant de 
toutes les égalités exislautcs entre des produits de deux ligues droites-: Elles 
ne sont pas plutôt prouvées , que celles des rectangles, qui auroient l’une de 
ces droites pour hauteur et l'autre pour base , le sont égulcmcnl. 

Puis donc qu’il a été démontré l.* que , do l’uiic ou de l’autre extrémité du 
côté opposé â l’angle obtus d’un triangle obtiisaiiglo , abaissant une petpuridi- 
ciilaire sur le prolongement d’un des autres côtés , le carré du oôlé opposé à 
l’angle obtus, est égal à la somme des carrés <les deux autres côtés, plus le 
double produit du côté sur lequel la-pcrpendiciilaire luiidie ,. par la dblauuo 
du pied de celte' perpendiculaire au sommet de l’angle obtus : a-.* que , de 
l’uiic -ou de l'autre extrémité d’un des côtés opposés à un angle aigu d^tn triangle 
qiiclcumpio , abaissant une pcipendiculaire sur l'un des uulres côtés ou sur 
sou prolongement , le carré du côté opposé au susdit angle aigu , est égal à 
la somme des carrés des deux autres côtés , moins le double produit du côté 
sur lequel ou sur le pi-olongenicnl duquel la perpendiculaire tombe , par la 
dii^aucc du pied de celte perpendiculaire au sonimcl de l’angle aigu susmcit- 
lioniié : 3 .“ enfin, que le carré de la droite, qui partage en deux également , 
l'angle opposé à la base d’un triangle quelconque, et se termine à cette base,, 
est égal à l'cxcts du produit des côtés du triangle sur le produit dos segmea-. 
<!c sa base ; J’uis dis-je que ces trois égalités ont été démoUlréos ; il s’ensuit 
que les trois sulvauies le sont aussi; savoir l.° que le carré construit sur l» 
opposé à l’ang'e obtus d’un triangle obtusangle , est égala la somme 
des^arrés construits sur les deux autres côtés , pl/ss le double rectangle 
qui aurait pour hauteur la distance du sommet de l’angle obtus au pied 
de la perpendiculaire abaissée de l’une ou- de l’autre extrémité du côté 
opposé à l’angle obtus, sur le prolongement d’un d,s petits côtés , et pour 
t97-ônsej ce côté même : a.* que le carré construit sur l'un quelconque des 
côtés d’un triangle, qui sont en face d'an angle aigu, est égal à la somme 
des carrés construits sur les côtés autour de cet angle , snoins le double du 

»7 


Digitized by Google 



l30 OKOMÉTHIE ÉLÉMENTAIRE. 

rectangle , qui aiiroit pour /lanleur , la distance du tommet de eet angle 
même au pied de la perpendiculaire abaiesée , de l’une ou de l’autre 
extrémité du cAté qui lui est opposé , sur l’un des autres cAtés ou sur son 
prolongement, et pour base , ce dernier côté : 3.® que le carré construit sur 
la droite , qui partage en deux également l’angle opposé d la base d'un 
triangle quelconque et se termine d cette base , est égal d l’excès du rec- 
n.'\<fi.tangle des côtes, sur le rectangle des segmens de la base de ce triangle. 

Conséquences de la proposition , que lorsque quatre droites sont propor- 
tionnelles , le rectangle des extrêmes est égal au rectangle des moyennes. 

Nous avons vu dans la [)ieniicrc pat (je de celle Gconiiliie l.*quc la droite 
qui partage en deux rgalemcnl l’angle opposé à la base d'un iriangle qticlconipie, 
coupe sa base en parties proportionnelles aux côtés adjacens : •!.' que deux 
cordes qui se coupent dans un cercle, se coupent en panties re'ciproquement 
proportionnelles : 5.* que la perpendiculaire abaissée d’un point quelconque 
de la circonférence d’un cercle sur sou diamètre , est moyenne proportion- 
nelle entre les parties dans lesquelles elle divise le diamètre : 4.° que deux 
sécantes qui partent du meme point , sont en raison inverse de leurs parlSes 
exléiieures : 5" que 1a tangente qui part du même point qu’iuie sécante, est 
moyenne proportionnelle entre toute la sécante cl sa partie extérieure. En 
vertu donc de la proposition , que lorsque quatre droites sont proportion- 
nelles, le rectangle des extrêmes c.st égal au rectangle des movennes , il est 
B.* igg. démontré l.' que l’angle opposé d la base d’un triangle quelconque , étant 
coupé par une droite en deux également , le rectangle fait d’un des côtés 
et du segment de la base qui lui est opposé , est égal au rectangle fait de 
n.'aoo. l’autre côté et du segment de la base qui lui est opposé : a.* que lorsque 
deux cordes se coupent dans un cercle, le rectangle des parties de l’une , 
ti ’ 201 . est égal au rectangle des parties de l’autre : 5.” que le carré fait de la per- 
pendiculaire abaissée d’un point quelconque de la circonférence d’un cercle 
sur son diamètre , est égal au rectangle fait des parties dans lesquelles cette 
n.’ 20 i.P‘^'’pcndiculaire divise le diamètre : 4.” que le rectangle d'une secante et de 
sa partie extérieure , est égal au rectangle de toute autre secante, tirée du 
point , et de sa partie extérieure : 5.* enfin, que le carré construit 
sur une tangente , est égal au rectangle d’une sécante tirée du même point 
que cette tangente, et de ta partie extérieure do celle secante. 
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THÉORÈME LVII. 

».' 7 oi.L,a surface d’un parallélogramme ohlit/uangle , est égale à la surface d’un 
parallélogramme rectangle, lorsque ta hauteur et la base de l’un sont, 
respectivement égales à la hauteur et à la base de l’autre. , 

On peut snpposer qu’an puraDcIogramme obIi<|nangte est incliné vei-s ia 
droite, parce que s’il l’éloit vers la gauche, il sulhroit de le ren\crser, sens 
dessus dessous, pour l’Ineliaer vers la droiie- 

Siipposc donc ( dg. nG), que le parallélogramme EFGII soit incliné vers 
la droite, cl que sa base EH, et sa hauteur FP soient égales iine-à-une à 
la base AD , et li la hauteur .AlB ihi rectangle ABCD ; Si après atoir fait con- 
venir EH avec AD , l’on fait tomber -EFGU entre les mêmes parallèles 
qu’ABCDj il pourra arriver qu’EFGH se trouve daus quelqu'une des situations 
iiidiipiécs par les figures 1 16 , 147, 118. Or quelle qu’elle soit, sa surface 
sera égale à celle d’ABCD. 

En effet, dans le premier cas (Cg. i 4 G), lorsque EFGH te place en AFGD, 
les droites AB , AF, étant égales une à une aux droites DC, DG n.° 58 ; les 
triangles ABF , DCG peuvent convenir, par deux côtes respectivement égtiux , 
cl l’angle droit hors de ces côtés; d’où il suit que, du quadrilatère ABGD , 
retranchant d’une part ABF , et de l’autre part DCG; les restes AFGD, ABCD, 
sont égaux. Dans le second cas (Gg. i47) lorsrjuc EFGII se place en ACGD, 
les triangles ABC, DCG peuvent convenir, par l’égalité respective de deux de 
leurs côtés, et de l’angle droit hors de ces côtés ; d’on il suit que , du qua- 
drilatère ABGD, retranchant .iCBC d'une part, et de l’aulr* part DCG; les 
restes .\CGD, ABCD sont égaux. 

EnGn dans le troisième cas ( Cg. l 48 ), lorsqu’EFClI se place en AFGD, 
les triangles .ABF , DCG peuvent convenir , par rég.vllté respective de deux 
de leurs côtés et de l’angle droit hors de ces côtés : d’où il suit que , dn 
quadrilatère ABGD, rciranchant d’une part ABF , et de l’autre part DCG; ' > 

les restes AFGD , ABCD sont égaux; et partant que , dans tous les cas r Vu 
parallélogramme obliquangle est égal n un parallélogramme rectangle de 
même base et de même hauteur que lui. En d’autres termes , Les parallé- 
logrammes de bases et de hauteurs respectivement égales, sont égaux. £a 
d’antres termes encore , Les parallélogrammes de bases égales , contenus 
entre mêmes parallèles , sent égaux. 

n.*2o5. Conséquence j. Des deux propositions , runc , que les parallélogrammes 
soûl égaux à des rectangles de même base et de r^ème hauteur qu’eux : l’autre , 
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q«c les rectangles sont en raison composite de leurs hauteurs et de leurs hases; 
il suit que , Les paralliHograinmes sont en raison composée de leurs hauteurs 
et de leurs bases. 

.Conséf/nencc a. Des deux propositions , l'une , que les parallélogrammes 
sont égaux à des rectangles de tjièmehase et de même hauteur qu’eux : l’antre, 
n.'aoS.qne les hauteurs des rectangles égaux, sont réciproques de leurs hases ; il suit 
que , Les hauteurs des parallélogrammes égaux, sont réciproques de leurs 
bases. 

Conséquence 3. Des deux propositions, l'iine , que les parallélogrammes 
sont égaux ù des rectangles de même hase, et de même hauteur qn!enx ; l’antre , 
n.'ao/.quc les rectangles sont .rganx , -qtiand leurs hanicurs sont réciproques de leurs 
hases; il suit que , Les jHirallélogrammes sont égaux, quand leurs hauteurs, 
sont réciproques de leurs bases, 

T 11 É O R E M E LVm. 

n.'aoB. Z’« triangle quelconque est la moitié d’un parallélogramme de mime base 

et de même hauteur que lui. 

Sût ABC un triangle quelconque (fig. t4g), AC sa 'hase, et B son sommet : 
si du point C, l’on tire CD, parallèle à AB ; et du point B, BD parallèle à AC; 
ABCD sera un parallélogramme de même hase et de même haulenr qu’ABC. 
Mais CD , diagonale d’ABCD , le partage en deux triangles capables de con- 
xeiiir; donc un triangle quelçonque est la moitié d’un parallélogramme de 
même base et de même hauteur que lui. 

n.'aog. Conséquence 1. Les triangles sont les moitiés de parallélogrammes de même 
hase et de même liantenr qu’eux ; mais les parallélogrammes sont en raison 
composée de leurs hauteurs et de leurs hases; donc les triangles sont aussi 
en raison composée de leurs hauteurs et de leurs bases. 
n.*aio. Conséquence a. D’un côté, les triangles sont les moitiés de parallélogrammes 
do même hase et de même liaulcur qu’eux : d’un autre côté , les parallélo- 
grammes dont les hases sont réciproques des hauteurs, sont égaux -: donc les 
triangles dont les bases sont réciprmjties des hauteurs , sont égaux. 

Conséi/uence 3. Les triangles sont les moitiés de parallélogrammes de même 
D.'aii.hase et de même hauteur qu’eux; muLs les parallélogrammes égaux reposent 
sur des hases réciproqi4CS de leurs hauteurs; donc les triangles égaux reposent 
sur des bases réciproques de leurs hauteurs. 
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THÉORÈME LIX. 

Xi.’ m. Les parallélogrammes équiangles sont égaux , quand leurs côtés sont réci- 

Supposc que les parallélogrammes ARCD, EFGIl (fig. i5o), soient e'(piian- 
gles, et que leurs côtc's soient réciproquement proportionnels : de la seconde 
partie dé cette supposition, il suit que CD ; GII = EH : AD ; de la premicre, 
il suit que les angles A, D, d’ABCD, sont respectivement égaux aux angles 
" E, H, de EFGU : si doue on abaisse CP,, perpendiculaire sur le prolongement 
d’AD; et GQ, .perpendiculaire sur le prolotigetnent d’EH; le.s triangles CDP, 
GllQ seront équiangles, par un angle droit, et un second angle D, égal à un 
second angle H, attendn que ces angles D, U, sont angles de suite d’angles 
égaux par supposition. Mais de ce que les triangles CDP, GHQ sont é<(uianglcs, 
il suit que CD ; GH = CP : GQ, proportion, qui comparée à celle que CD : 
GH = EU ; AD, conduit à ccuc autre CP : GQ =EII : AD, quisigniKe, que 
les hauteurs d’ABCD , EFGII , sont réciproques de leurs bases ; que par consé- 
quent, ils sont égaux ; et partant qu’en général., les parallélogrammes équian- 
gles sont égaux^ quand leurs côtés sont réciproquement proportionnels. 

Conséquence. Les triangles ADC , EHG (fig. i5o), qui ont un angle D 
égal à un angle II , et les côtés autour de cet angle réciproquement propor- 
n.*ai3. tionnels sont égaux : car formant les parallélogrammes ABCD , EFGH , qui sont 
respectivement doubles des triangles ADC, EHG; ces parallélogrammes sont 
équiangles et leurs côtés sont réciproquement proportionnels; d’où il suit qu’ils 
sont égaux, et qu’il en est de môme des triangles ADC , EHG , qui en .sont les 
moitiés, , . , 

THÉORÈME L X. 

«.* ixi.Les triangles équiangles sont en raison doublée de leurs c&tés correspondons , 
ou comme les carrés de leurs côtés correspondons. 

Soient ABC, aôc (fig. l5l J, deux triangles équiangles : si des sommets B , b, 
de deux de leurs angles correspondans , on abaisse sur leurs bases AC, ac, les 
perpendiculaires BP, bp-, les triangles BPC, bpc, sont équiangles, par un angle 
droit, et un second angle C=c; d’où il suit que AC : ac = BC ; ôc = BP : bp. 
Mais les triangles sont en raison composée de leurs bauteiirs et de leurs bases ; 
‘ xlonc ABC est k abc on laison composée de BP '.ibp et d’AC : oc, yu comme 
.. . ...AC^ tac’, aU£ada-q«e.£P Ac ; .quç les raisons composées de 


proquement proportionnels. 
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misons égales sont égalés. Donc en general , les triangles semblables sont en 
raison (loiibicc «le leurs côtés corres|>on(]aus , ou comme les carrés «le leurs 
cùt«'s corrcspoiidaus. 

THÉORÈME L X I. 

tr’ 3 i 5. Les figures rectilignes semblables , sonlen raison doublée de leurs céh^s cor- 
rcsptSndans y ou comme les carrés de leurs cités correspondans. 

Consi«léranl qu’ABCD. . . . , nrierf (fig. lôa), figures re«nilign«» semblables, 
sont par là nicnie cqniangles , et que leurs eôlés sont proportionnels : si «lans 
ABCD...., l’on lire les droites AC, CE, EG, etc. et dans-nôcrf.... , les 
droites corrt^pomlantes ac, ce, eg, etc. )es triangles ABC, CDE , EFG, etc. 
seront éipiiangles un à un aux triangles abc , ede , efgy etc. par un angle e’gal à 
un angle et les côtés autour de cet angle proportionnels. Mais 1.* les triangles 
e’ipiiaugles sont cnlr’eux , comme les carres «le leurs côtés correspon«lans : a.* 
lorsque plusieurs raisons sont égales , la somme de leurs antécédens est à la 
somme «le leurs conséquens , comme l’antét^deni de l’une est à son conséquent ; 
donc la somme des triangles A BC , CDE , EFG , etc. est à la somme des triangit» 
abc, ede , efg, etc. comme AB* ; ai*. . 

Ajoutons , qn’après avoir retranché de la figure ABCD . . . . , les triangles ABC , 
CDE, EFG, etc. et de la figure abed . .. ., les triangles abc, ede, efg, etc. 
équiunglc^ aux prccétlens ; les restes ACEG.. . , aceg..., de ces figures sont 
au.ssi semblables «pi’cllcs; que par conséquent , si l’on continue de retrancher, 
de part et d’autre, pareil nombre de triangles, en môme rapport un à un que 
AB* ;ai*- on réduit enfin les figures ABCD.. .. , abed...., à un triangle; de 
sorte «pi’clles se décomposent en même nombre de triangles tels, 'que ceux de 
la première sont un à un è ceux de la seconde, dans le rapport de AB* : ai* i 
d’où il suit que ABCD ... : abed . . . = AB* : ai* , cl parlant , qu’en général , 
les figures rectilignes semblable* sont entr’elles, comme les carrés de leurs 
côtés correspondons. 

THÉORÈME LXII. 

n.*ai6. Les figures semblables, de contour quelconque, rectiligne, curvifigne ou 

mixtiligne, sont entr’ elles , comme les carrés de leurs rayons corrélatifs , 
de description. 

' ‘ Cette proposition vient d'être démontrée par rapport aux figures de contour 
reetiliguc , ilVagit k présent de la dcmoalrcr par rapport aux figures de contour 
quelconque. 
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A cel effet , je commence par supposer qu’o , l’un dos centres de description 
A'ubc, coïncide atccO, centre correUlif de description d’ABC (fig. l 53 ), et 
que les figures abc, ABC, sont disposées autour de leur centre, comniiin O , 
de manière que les rayons de desciiptioii d’o 6 c , suivent la direction des rayons 
de description d'ABC, auxquels ils sont proportionnels, ensorte que Oa : OA 
= Ob : OB =-Oc : OC. etc. 

Dans celle supposition, les triangles aob, AOB, sont e'qtiiangles {wr un angle 
commun O , et les côtes autour de cel angle jtroportionncls ; par conse'ijiient, 
leurs aires sont enlr’elles , comme Oa* : OA*. Pajoulc qu’il en est de même de 
tous les tiiangles qui ont en O iin angle commun , et dont ron .appaiiieiit 
à la figime abc; l’autre, à la figure ABC; d’où je conclus que si la qnaiititc 
angulaire autour du point O , cloit divisée en n parties , il en résultcroit 
n triangles relatifs à la figure abc , et n triangles relatifs à la figure ABC ; que 
de plus, les n premiers seroieut un à un aux n seconds dnus le rap|>ort de 
Oa* ; OA* ; ensorte que toute la figure rectiligne relative à abc, scroil à toute 
la figure rectiligne, relative à ABC, comme Oa* ; OA*. Mais à mesure rpic le 
nombre n augmente , les figures rectilignes se rapprochent davantage des figures 
curvilignes ou mixtilignes abc, ABC , û bien qu’elles sc coiifoiidenl .avec elles , 
quand le nombre n est infini; donc abc, ABC sont rcs(ieclivemenl, les derniers 
termes de deux suites infinies , telles, qu’un ternie de l’une, de mémo indice 
qu’un terme de l’autre, est à celui-ci, comme Oa* : OA*; donc le dernier 
terme de l’une est aussi au dernier terme de l’autre , dans le rapport de Oa’ : 
OA*; donc finalement, les figures semblables quelconques rectilignes , curvili- 
gnes ou mixtilignes, sont eulr’elles, comme les carres de leurs rayons corrclalifs 
de description. 

Suivent les problèmes qui se résolvent au moyen des propositions pré- 
cédentes. 

PROBLÈMEXXXI. 

. Construire un rectangle de base et de hauteur données ? 

Formez un angle droit BAD (fig. 147); prenez sur l’une de ses jambes une 
longuenr AD, égale à la base donnée; prenez sur l’autre jambe une longueur 
AB, égale à la hauteur donnée; lirez ensuite du point B, la droite BC paral- 
lèle à AD, et du point D, la droite DC parallèle à AB: le parallélogramme 
ABCD résout le problème , attendu qu’un de ses angles étant droit par cons- 
truction , tous les autres le sont ; que par conséquent , e’csi un rectangle de 
base et de hauteur, respectiveiueat égales à la base. et à la hauteur données. 
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P R O B L É M E XXXII. 

n."ai*. Construire un carré égal à un rectangle donné? 

A LoDMiléiaiU que lorsque trois lignes droites sont en proportion continue, le 

furré de la moyenne est égal au rectangle des oxlicnies; on se procurera celte 
• njoyenuc par le ii.” 117 , et le carré construit sur elle, sera égal au rectangle 
duiiuù. ; ' 

PROBLÈME XXXII r. 

n.'aig.jïttr une droite donnée j construire un rectangle égal à un triangle donné T 

Faut-il construire sur KJj (fig. l54), un rectangle égal au triangle ABC? 
L’on voit d’ahord que la difiiciilié se réduit à trourerla hauteur KM du rec- 
tangle à construire. Or le tiiangle ABC, étant égal au produit de sa base par 
la moitié de sa hauteur = AC X j BP , et le' rectangle à fait e de KL par KM 
étant = KL X KM; lorsque de réqualion AC X ^BP = KL X KM, l’on aitra 
tiré la jrroporlion KL : AC = ^ BP : KM ; le problème proposé se résoudra par 
cct autre, à trois lignes droites données, trouver une quatrième proportion- 
nelle? u.* 116 . 

PROBLÈME XXXIV. 

n.® aao. Sur une droite donnée faire un rectangle égal à un rectiligne donné? 

Etant proposé de faire sur FG (fig. l55), un rectangle égal au rectiligne 
ABCDË; on fera 1 .® sur FG , un rectangle FHIGîsïABC : a.® sur 111, un 
rectangle I1KL1= ACD : 3.* enfin sur KL, un rectangle KMXL= AED ; et 
le rectangle FMNG, construit sur FG , sera égal au rectiligne ABCDE. 
n.» 22 i. Remarque. Si le rectiligne donné étoit un polygone régidicr ABCDE 
( fig„ i56 ) , CO polygone auroil un centre O, duquel menant des droites aux 
sommets de scs angles, ou le diviseroit en autant de triangles AOB, B(XI!, 
COD, etc. qu’il auroit de côtés, cl tous ces triangles pourroient convenir par 
l'égalité respective de leurs trois côtés. Déplus, chacun de ces triangles ayant 
pour hauteur l’apothème , et pour base , un des côtés du polygone , il s’ensui- 
vroit que tous ensemble , c’est-à-dire , le polygone même , scroit égal à un 
triangle de base égale à son contour, etde luuteur égale à son apothème; que 
par conséi|ncnt , on ’construiroit plua.vitr, sur la droite donnée , le rectangle 
«gai à ABCDE, si au lieu 'de faire successivement, sur cette droite, des rcc- 
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tanj-lès respccliveiiieul aux triangles dans lesquels ABCDE scroit parlagé, 
l'on Icsoil tout d’un coup, sur cette droite même, un rectangle égal à un 
triangle , de base e’gale au contour, et de hauteur égale à rapotlième d’^VliCDE. 

PROBLÈME XXXV- 
n.°33a. . Carrer un rectiligne donné? 

Construisez d’aborJun rectangle e'gal à ce reciDrgiie n.°320, cl faites ensuite 
un carré égal à cc rectangle ii.* 318.. 

problème XXXVI- 

n,*323. Faire an carré égal à un nombre quelconque de carrés donnés? 

Formez un angle droit £FG (Eg. 167), et si l’on vous demande un rnrré 
égal à lieux carrés 1, Kj prenez sur FE, une longueur i'E, égale au cote' de I, 
etsurFG, une longueur FG, égale au côté de K; le carré construit .sur l’Iiv- 
pollicnuso EG , sera = I -F K : s» l'on vous deniaiidc un carré égal à ti ois 
autres 1, K, L? Élevez à rextréniilé de riiypotliénuse F.G, lia peipendiculairc 
Gll’; prenez sur GH une longueur, égale au côté de L, et rhypotbémuc 
EH , sera- côté ibv ctu-ré = 1 K -f* L. Si l’on vous demamlc un can é 
égal à ipiatrc carrés donnés; vous passerez du côté du carré égal aux trois 
prciuiors , au côté' du carré égal ù tous les quatre, comme vous êtes pasré 
ihi côté du carré égal aux deux premiers, au côté du carré égal aux trtùs 
]trrniicrs. En général, le côté du carré égal à un uoiubre n de carrés donnés, 
se forme du côté du carré égal aux (n — 1 ) premiers, et du côté du n’ 
comme le côté du oarié égal à trois carrés donnés, se forme du côté du carré 
égal aux deux preiuiers et du côté du 5‘. 

PROBLÈME XXXVir- 

vf.ii't. Mesurer an rectiligne t ou trouver te nombre de fois que sa surface eonfî/nt 
' celle d’un carré donné. • 

On sait que toiue Egure rectiligne est divisilrle en triangles, et qu’un triangle 
se mesure, en commcneatil par s’assitrcr des nombres qui oxpiiment, combien 
de fois sa base d’une part , et sa liauteirr d’autre pan, conticiment le côté 
du carré qui sert de mesure, puiser] multipliant l'un de ces nombres par 
la moitié de l'autre : lors doue qit’un aura luesiiré tous les triangles dont tin 
lectiJigne est composé, la mesure de ce rectiligne se inunera dans la soinni'' 

l« 
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de ces tii.-uiglcs. Mais si ce cectlllgne est un parallélogramme, on sait que pour 
le mesurer , il suffit de multiplier sa base par sa liauteur ; si c’est un po- 
lygone régulier , on sait qu’il suffit de multiplier son contour par la moitié' de 
son apoiliènie; asant donc de mesurer un rectiligne, on examinera s’il ne 
scruit point susceptible d’une mensuraticm plus expéditite, que celle qui cat 
applicable à tous les rectilignes. ^ 


SECTION I I. 

£)e la surface du cercle. 


PRÉLIMINAIRE. 

.A. PRÈS avoir trouve le moyen de mesurer Tes aires des figures planes rec- 
tilignes, il est naturel de s’occuper de la mesure du cercle, c’est-à-dire, du 
rapport de l’aire du cercle à l’aire d’un carré donné. Or , si l’on connoissoit le 
rapport du cercle au carré de son rayon, l’on en tireroit le rapport de l’aire du 
cercle à un carré donné, par cette considération , que le cercle, le carré de 
son rayon, et lecarré donné, sont trois quantités de suite; que parconséquent 
le. rapport de la première à la troisième , est composé des rapports de la pre- 
mière à la seconde, et de la seconde à la troisième; et partant que la mesure 
du cercle se réduit à trouver le rapport de son aire à celle du carré de son 
ravon. Or on découvre une manière d'estimer ce rapport , quand on pense 
qu’un polygone régulier étant égal au triangle, qui a pour hauteur l’apotltème, 
.et pour base le contour de ce polygone ; il n’y a guère lieu de douter , qué 
la cercle ne soit égal au triangle qui aurait pour hauteur son rayon, et 
pour base , une droite égale à sa circonférence : c’est donc à établir celte 
proftosilion que nous sommes appelés, et c'est à en préparer la dcmonstralien, 
que le Uiéorcme suivaut et sa conséquence sont destinés. 
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THÉORÈME LXIII.. 




a?5. tjnrxquê â«aix polygones réguliers de mime nom sont, l’un inscrit , Vautre 
'circonscrit au mime cercle; si Voit inscrit et circonscrit les polygones 
réguliers de deux fois autant de côtés qu’eux , la différence de ceux-ci 
est plus petite que la demi-différence de ceux-là. 

ABCDEF, polygone réguKer (Bg. i58), i*lanl inscrit an cercle ÂBC: si 
par los sommois de tous' ses ajigles, on fait passer des tangentes, elles for- 
aieruut GËHKL.M, polygone régulier mrconscrit, de niéme nom que l’inscrit; 
et si du centre O, l’on tire les droites OG, OH, 01, etc. elles couperont 
la ligne circulaire en des points P, Q, R, etc. qui, avec les poinis A, B, 
C, etc. la diviseront en deux fois amant de parties égales que les seuls points 
A, B, C, etc. n." il5. Ainsi donc, menant des cordes de l’un à l’autre de 
ocs pointa P, A., Q, B, R , C , etc. elles formeront le polygone régulier inscrit 

BAQB — , de deux fois autant de côtés qu’ABCD—-; de sorte que tirant 

des tangentes par les points P’, Q, R, etc. ces tangentes, avec celles qui 
ont été menées par A, B, C, etc. formeront UXYZ- — polygone régtdier 

circonscrit, do deux fois autant de côtés que GHIK . 

Qu’on rcprc«cnte à présent par n le nombre des côtés (F ABCDEF et do 

GHIKLM, 3» représentera le nombre des côtés de PAQB , et <nJXYZ, 

et la différence des polygones ABCDEF, GHIKLM consistera en n triangles 
AHB, BIC, CKO, etc. lesquels pouvant couvenir, par deux côté-s re.q cc- 
livcnicnt égaux et l’angle compris égal à l’angle compris; l’un quelconque 
d’enir’cux sera lu n.”'' partie de la différence d’ABCDEF à GHIKLM : et pa- 
reillement, la différence des polygones PAQB , UXYZ-'^-, consistera 

en sn triangles. PUA, AXQ, QY^, etc. lesquels pouvant convenir, par deux 
côtés respectivement égaux et l’angle compris égal à l’angle compris; deux 
quelconques de ces triangles pris ensemblè, constitueront la delà 

différence de PAQB , à UXYZ , ensorte que sil'on peut prouv orque deux- 

de ces triangles sont plus petits que la moitié d’un seni des triangles .AHB, BIC, 

CKÜ, etc. , il sera démontré qne la partie de la différence de PAQB , 

il UXYZ , est plus petite que la moitié de la n.'“' partie de la ditférenco 

de ABCDEF à GHIKLM, et partant, que la première de ces ditféieoces est 
plus petite que la moitié de là seconde. ‘ ■ ' ' ’ • 

Orque les deux triungles AXQ, QYB soient plus petits, par exemplé, que 
la moitié du triangle AHB, c’est ce qui se prouve en considérant i.® que les 
lignes XY, AB sont parallèles, ptiisque le rayon CQ, qui aboutit au point 
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de coiiliicl de la lau"cnie XY, lui est perpendiculaire, et qu’il n’esl pas moins 
pcrpciiiliciilaire sur la corde AB, qu’il parlagc en deux également : a.‘^ eu 
faisant réllesioii, ipic les Irianglcs AWQ, WDQ; XQA, QYB , clant cnlro 
mêmes parallèles, AB, XY, ont pour liautour cumniune la disinncc de res 
pal allèles j <pic |iar couse'ijueni ils sont euii'eux comme Icui-s bases AW, 
\\B; XQ, QY , et que celles-ci étant plus |>eliie.s nue à une que ccllcs-là; U 
s’ensnil que XQA -t-QYB A V\ Q-t- V\ BQ, et qu’à plus forte raison XQA 
-+-QYB <î ^ AIIB. Conséquence à laquelle on a lié la certitude du théorème 
proposé- 

■ n.'aaP. CoitM-quence. Il suit de ce théorème, qrt’i7 y <* ^els polygones réguliers 

de même nom, l'un inscrit, l’antre circonscrit , que. leur différence est plus 
petite qu’aitcnne grandeur donnée: Car la dilTctence d, de deux polvf^oires 
rcj;uliers de n côtes, l’un luscril, l'autre circonscrit étant de grandeur finie; 
si par une dii[>licatIon continuelle du nombre des côtés do ces polvgones, ou 

passe aux polygones réguliers inscrits cl circonscrits, de an , a®n, a’n, - 

cl en général aw/j côtés; la proposition précédente réduira au-dessous de '^d 
la diHéicnce de deux polygones de an côtés; clic réduira au-dessous de —, d , 
la difl'érencc des lieux polygones de a®/r côtés; elle réduira au-dessous de 
^d , la dlll'crcncc des deux |«ilygoucs de a’» côtés : en g-'iicral, elle ré- 

diiira au-dessous de d, la difTéreiicc des deux pohgiHies de iT n côtés. 
Or comme ou peut laite le ncidnc m aussi gnmd que l’on vent, la difTércnce 
d, s’ahaissc au-dessous de tome- grandeur donnée; par conscqnciit , il y 

a tels polt gones réguliers, l'im inscrit, l’aiiUc circonscrit, dont la diiTércnco 
est plus petite ciu’aucuiic grandeur donnée. 

T 11 É O K É M E LXIV. 

M-j. L’aire du cercle est égale à celle d’un triangle, qui aurait pour hauteur le 

S' rayon et pour base, une" droite égale à ta circonférence du cercle. 

1- ■ . . 1 

L’aiic du cercle AUD (fig. tfiq) est ou égale, Ou plus grande , on plus 
petitp que le triangle CAM , ipii a pour Iiunlenr CA, rayon de ce cercle, et 
i O ^Hisc .)\l, ylroite cgalc à sa circoid'ércncc : Si donc on prouve qu’il im- 

|illqiic contradiction, qu’elle .soit, plirs gi amie: et qu’il n;iniplique pas .moins 
, eonli i^ci^iui , qu’elle soit plus p^itc ;i ^n égalité sera démonirté. 

■ , Or prcmièrcmcul, si elle étoil plus giamlc; eHe scroil égale à un triangle 
. , CAlVj de hasç AK„,jJub giautle qu’Ail-, du toute, un.c-.ligitc donnée MK. 
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Mais il y « vel polyyoïic circouscril, que son contour ne diirère pas de la cir- 
confcreiice par une droite donnée MK; donc le contour de ce polygone c-.l 
d’une longueur AQ» ntoyeitne outre AM et AK; doue sou aire est égale au 
triangle CAQ, de liauleur CA, égale, à sou apoliièmc , et de base rgale 
« sou oonloin-; donc sou aire est plus petite qtic celle de CAK, aire du ecicie; 
donc il impli<|oe cuulradiclion , que l'oiie du cercle soit {dus grande que le 
triangle C.4M. 

Scuondonient, si l’aire du cercle ctoil {dus petite que CAM, elle scroil 
égale à mu Iriang'e CAL, de base AL, {dus petite qii’AM, et la différence 
entre CAL et CACÎ, qui représente l’aire irnn [tolygone circonscrit à AUD, 
soroit pins grande que LCM, grandeur donnée. Mais la différence cutic un 
polygone régulier iusciil et un fiolygoue régidior circonsciit , de ntèiiic nom 
que riiiscrk, ()eut s’aba’isser au-dessous de toute grandeur donner; ilouc, à 
plus forte raison , la différence entre le cercle cl tin polygone régulior cir- 
conscrit quelconque peut-elle s’abaisser au-dessous de toute grandeur donnée; 
donc il est impossible que la différence entre le cercle et un polygone ré- 
gulier cirooBseril r(ne1conqiie soit égale au triangle LCM; dont il inqdiipie 
contradiction que l'aire du cercle soit {>bis petite ({iie le triangle C VM. Elle 
n’est donc ni {dus petite ni {dus grande ; donc elle est de même grandeur, 

THÉORÈME L X V. 

n.‘ L’aire d’un secteur est à l’aire du cercle, comme l'arc de ce secteur est 

à la circonférence. 

L’angle de FCG, secteur du cercle ABD(fig. 1 S 9 ), est eominensiiialde ou 
incommensurable ü tonte la rpiantilé angidaire autour du centre C: S'il est com- 
nicrismablc , l’angle FCO, commune mesure, étant a(){diqué à l’angle FCG et 
à toute la quantité angulaire autour du centre, est coiileiiu dans l’un ot fois, 
cl dans l’autre n fois. Mais les angles au centre, qiif sont égaux, insistent 
sur des arcs capables de consenir, et les eectciirs de même angle sont capa- 
Jdes aussi de contenir; donc 1c secteur FCG contient m secteurs, tels que le 
cercle en contient n, et l'arc de ce secteur contient m arcs, tels que la cir- 
conférence en cuiiiieiit n; donc les rapports du secteur au cercle, et de l’arc 
du secteur à la circonférence, sont égaux au ia{({>ort de min; donc ils sont 
égaux cnlr’cux ; donc en général, un secteur e.st au cercle dont il fait {lariic, 
' comme l’are de ce secteur est à la circonfcrcnec dn ce cercle , lorsque l’angle 
lin secteur est conimcnsurablc à unité la quantité fingnlaire anionr du centre. 

Quant au cas où l’angle du secteur n’est pas conuucusujabic à toute la quau- 
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tilë .'ingitlairc autour du centre : fi l’on preud toile all>|uote FCO de FCG , 
«ju’elic y foit contenue le nombre de foL> p : elle sc trouvera dans loiiic la^ 
quantité angulaire autour du centre , le nombre de fuis <j , avec un reste GCR, 
plus petit qu’elle ; de sorte qu’omettant d’une part le dernier des petits sec- 
teurs dans lesquels FCG sera partagé; et de l’autre part, le dernier des petits 
^ •ceiriirs dans lesquels le cercle sera ditisé; l’aire du secteur FCU , sera à 
l’aire du cercle moins' GCR , comme /J — ou comme l’arc FH , à Parc 
GFDR. Mais l’aliquolo d«î rCG, par laquelle on divise ce secteur et tout le 
cercle, est arbitraire; donc ou jtent la prendre si petite, que la dilTtrcnce 
des secteurs FCH, FCG, et la différence du secteur GDR,. au cercle entier 
GDRG, soit plus petite qu’aucune grandeur donnée; doue en vertu de la pro- 
position n.* l4't, qu’il y a même rapport entre deux quantités qu’entre deux 
autres, lorsque les différences respectives des preniièrQS aux secondes, sont 
plus petites qu'aucune grandeur donnc'e; le secteur FCH est au secteur GDR, 
euninic le secteur FCG est à tout le cercle GDRG. 

Ajoutons que les secteurs commeasurables FCH , GDR , sont enir’eux comme 
leurs arcs FOH,GDR, lesquels ont même rapport que les arcs FOG, GDG , 
puisqu’ils n’en diffèrent que par des quantités HG , GR , plus petites qu’aucune 
grandeur donnée;' que par conséquent, le secteur FCG est à tout le cercle 
ABD, comme son arc FOG, est à toute la circonférence GDG , et partant que, 
suit qu’un secteur soit comraensurable, soit qu’il soit incommensurable au cercle , 
son aire est à l’aire du cercle , comme son arc est à la circonférence entière. 
n.’ijr). Conséquence 1 . L’aire du cercle étant égale à celle du triangle qui a pour 
li.auteur le rayon, et pour base, une droite égale à la circonférence; et l’aire 
d’un secteur étant à l’aire du cercle , comme l’arc de ce secteur est à toute la cir- 
conférence; il s’ensuit que l’aire d’ un secteur est égale au triangle, qui aurait 
pour hauteur le ray on, et pour base, une droite égale à l"arc de ce secteur. 
n 'aSo. Conséquence Deux secteurs de cercles égaux, sont enir’eux, comme 
leurs arcs y puistju’ils sont égaux un-à-un à des tnanglcs de même hauteur , 
et de bases rcspcctivenieni égales à leurs arcs. 

THÉORÈME LXVI. 

n.’iit.Les cercles sont en raison doublée de leurs rayons, ou comme les carré* 

de leurs rayons. 

Tout cercle est égal à un triangle de hauteur égale à son rayon, et de base 
égale à sa circonférence , et les uiauglcs sout en raison compose'e de leurs 
b.'uueurs et dr leurs bases; donc les cercles sont en raison composée de leurs 
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rayons et Je lem-s ciicoiirérences. Mais la raison Jcs circonférences est la 
même que celle des rayons, cl les taisons coiupose'es de raisons égales sont 
égales; donc les cercles sont en raison douUce de leurs rayons, ou comme les 
carres de Icuis rayons. 

Remarque. Celle proposition est renfermée dans la proposition générale 
n.* ai 5 que les figures scmLloLles sont eutr’elles, comme les carrés de leurs 
rayons corrélatifs de description; mois lo démonstration qu’on sienl d’en don- 
ner, n’est relatiie qu’au cercle; lo démonstration du n.° 3 i 5 s’étend à toutes 
les figures semblables. 

PROBLÈME XXXVIII 

n.*o 3 a. Trouver un rapport qui approche de celui de Vairo du cercle d l’airè du 

carré circonscrit? 

\ 

L’aire du cercle est égale h celle du triangle, qui a pour hanteur le rayon, 
et pour base , une droite égale à la circonférence; elle est donc égale â celle du 
rectangle , qui oiiroit la moitié de la hauteur, et la base entière do ce triangle. 
Mais les rectangles sont en raison composée de leurs hauteurs et de leurs bases; 
donc l’aire du cercle est à l’aire du carré circonscrit, en raison composée, du 
demi-rayon au diamètre , et de la circonférence au diamètre , c’est à-dire , en 
raison composée dé i :4 exactement, et de 33^7 à peu près; donc le rapport 
de 33 :s 8 ::=ll ; l 4 , approche de celui de l’aire du cercle à Taire du carré 
circonscrit. 

PROBLÈME XXXI X. 

Etant donné le rapport du diamètre d’un cercle au c 6 té cfun carré, trou- 
ver le rapport de l’aire de ce cercle d l'aire de ce carré? Auticment, 

Mesurer un cercle de rayon donné, par un carré de côté donné ? 

Soit proposé de mesurer le cercle ABD (fig. 169) par le carré hbcd, sup- 
posé qu’AE, diamètre d’ABD, soit à A6, côté d’Abcd, en rapport donnémtn? 

J’observe premièrement, que l’aire d’ABD , est à Taire du carré circonscrit 
à ABD , à peu près comme 1 1 : l 4 : Secondement que Taire du carré circonsci it 
à ABD est à Taire du carré Abcd, comme mm'.nn : Troisièmement, rpie lors- 
que trois quantités se suivent, la raison de la première à la troisième est com- 
posée des deux intermédiaires; que par conséquent, la raison de Taire d’ABD, 
à l’aire d’Aècd, est composée des raisons ii:i 4 , mm'.nn-, qu’ainsi elle est 
égale à ximm'.xitnn , qui se réduit à 33 ty, quand .à Taire du cercle, on com- 
pare Taire du carré de son rayon , attendu qu’alors m:n=3 : 1. 
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PROBLÈME XL. 

n.‘a 3 i’ Etant donné l'arc d'un secteur et le diamètre du cercle dont ce secteur fait 

partie , mesurer ce secteur ? 

Le rapport de l’arc AMB, du secteur ACB, à la circonri'rencc du cercle 
ABD ( fig. iPg), est donne, comme aussi le rapport d’AE, diamètre d’ABD, 
à Ai , côté du carre c|ui doit sertir de mesure à ACB ; Si doue, par le pro- 
yèriie préce'dciil, ou s’assure d’abord de l’aire d’ABD;, l’on tirero ensuite l’aire 
d’ACB , de la proposition , que la circoiifèrence d’iiu cercle est à l’arc d’ua 
secteur de ce cercle, comme l'aire de ce cercle, à l’aire de ce secteur. 

PROBLÈME XLI. 

n.- i3S. Etant donné l’arc d’un segment, sa corde, et le diamètre du cercle dont ce 
segment fait partie', mesurer ce segment? 

Faut-il mesurer AMBA, segment du cercle ABD (fig. i5g) suppose qu’on 
roimoisse AMB, arc de cc segment, AB su corde, et le rapport AE; Ai, du 
diamètre d’ABD au côte' Ai du carré Abcd, qui doit sertir de mesure àAMB.A? 
Le problème pre'ccdeut sera d’abord eniplovc à mesurer le secteur ACB : 
Ou mesurera ensuite le triangle ACB, en multipliant sa base AB, par la moitié 
de sa liauteur CN— 1^(CA“ — iAB’); après quoi, souslrâ^ant le triangle ACB, 
le reste donnera le segment AMBA. 

P R O B L«É M E XLl I. 

n.»a36. Décrire un cercle égal à autant de cercles qu’il en sera proposé? 

S’agit-il ( Gg. 160) de décrire un cercle ég.il aux deux cercles K, L’? Je prends 
sur les )ambcs d’un angle droit ABC, des longueurs BA,BC, respectivement 
égale.s aux diamètres de ces cercles; je tire ensuite AC, et je dis que le cercle 
M, décrit sur AC, comme diamètre, est égal à la somme des cercles proposés: 
Car puisque AC’=BA°-1-BC*., et que les cercles K, L, M, sont entr’eiix comme 
les carrés de leiu^ diamètres; il suit des proportions M:K=AC’:BA*; M:L 
K L 

=AC :BC’, que BA'= — AC”, BC”= — AC”; que par conséquent, ces valeurs 
de BA’ et BC”; leur étant substituées dans l’équation AC”=BA’-t-BC”, elle 
SC change en cette autre AC’=— AC”-+- — AC”, laquelle divisée par so 
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rc'.liilt à M=K-1-L, c’csi-à-dire , à l’cgal'ué du cercle dticiil sur AC comme 
diamèlre, anx cercles dcciits sur BA cl BC comme diamclres. 

. S’d (iilloil décrire ou cercle c<>al à plus de deux cercles, oa voit comment, 

- après avoir trouvé le tlirimètrc dn cercle éj;al au deux preniiers, On trouv croit 
le diamètre du cercle égal aux trois preniiorsj [mis le diamèlre^ du cerç^lc égal 
aux quatre premiers; cl ainsi de suite, jusqu’au diamètre du cercle égal à tous, 
sans omission. 

n.'aS;. Remarque i. La preuve que le cercle de'cril sur l’hypoiliénuse d’un trian- 
gle vectangle , comme diamètre , est égal à la somme dcÿ eerclcs décrits sur 
les petits côtes de ce triangle, comme diamètres, se fonde sur ce que ces cer- 
cles sont enireux comme les oArrés de leurs diulucircs. Mais toutes les figures 
planes et semblables, sont enir’clles coinrao les carrés dé leurs rayons corré- 
liuifs ; doue les aires de figures planes et semblable» respectivement décrites 
sur les trois côtés iF un triangle rectangle, comme sur leurs rayons corré- 
latifs de description y sont telles, que la figure décrite sur l’/iypolAénuse , 
est égale aux figures décrites sur les petits côtés du triangle.- 
wf. a38. Remarque 3. Hippocrate de Cbio fut le premier qui démontra que le cercla 
décrit sur rhypolbéousc AC (fig, i6o), cloil égal à la somme des cercles dé- 
crits sur les petits côtés d'uu triangle rectangle ABC; que par conséquent, si 
. l’oQ retrapcboil du demi-cercle ABC , cl des deux denii-cerclcs ADB>, BEC , 
les segmens AFB,BGC; le triangle ABC restoit en égalité avec les- lunules 
ADBFA,BECGB; ce qui donnoit la quadrature de ces lunules par celle de ce 
triangle-. Mais on a remarqué , que celte quadratui e ne couduisoit pas à ocllc 
du cci'cle , parce que les rapports des lunules à leurs cercles respectifs ne sonn 
pas connus. 


Fin de la seconde partie de la Géométrie Elémentaire, 

« 
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TROISIEME PARTIE 


DE LA 

GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 



SECTION I.” 

De la rencontre des lignes droites et des plans. 
PRELIMINAIRE 

Soit -^’on tncsnrc des lignes , comme dans la première partie de la Geomélpe , 
soit qu’on mesure des surfaces, comme dans la seconde; ces lignes ei ces sur- 
faces sont sur le même |>laii. Mais quand U s’agit de mesurer des solides, dont 
les parties ne sont pus sur le même plan, et dont les sinfaces mêmes peuvent 
ne pas être planes; U faut de nécessité prendre en considération des droites 
tracf-es sur des plans dilTérens; par conséquent, il faut faire pre'céder iinc sec- 
tion, qui traite de la rencontre des ligues dioites et des |vl:«is. 

L’idée de rencontre est opposée icî_à celle de coïnoidcnce ou de convenance: 
La convenance place en mt-mc lieu toutes les parties des étendues qui cod- 
• "viennent: La rencontre, au contraire, ne met eu même lieu, que les points 
et lignes par lesquels deux étendues se rencontrent; Deux lignes droites, par 
• - excnipic , coïntidenl , quand elles pnl deux points coramiras; elles se reucon- 

trcnt,'quiind elles n’en ont qu’im. Et de même, deux plans coïncident , quand 
ils ont en commun trois points qui ne sont pas c'a ligue droite; mais quand ils 
se rencoriiront , c’est par une ligne droite, hors de laquelle ils n’ont rien de 
commun. De tueme encore, une ligue droite est toute entière sur un plan, 
lorstpi’elle a avec lui doux points communs; mais qu.and elle n’en a qu’un, 
elle le rencontre par ce point , et c’est tout ce qu’elle a de commun avec lui. 

Dénoininalion. Lorsqu’une ligne droite reucontre un plan , le point par 
lequel clic le reucontre en est dit le Pied. 

P R O R L È M E X L 1 1 1. 

n.” î.tÿ. Faire ea sorte qu’une ligne dretite soit perpendiculaire â deux autres , qui ' 
passent par son pied sur un plan. 

Faites passer par la droite SP', un plan SPA ( fig. l6l) et dans ce plan, 

, élevez sur cette droite la perpcudiculaiie PÂ : Fiûlcs passer ensuite par SP, 
l'T t 
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un second plan SPB; cl tbus ce plan , (Slcvcz sur SP , la perpeuiliculuiit PB : 
La ilroiie SP sera alors perpcudiculair e à deux dioiles PA , PB , passant pai 
son pied , dans le plan APB. , , ^ 

THÉORÈME LXVII. 

• ° 3-’io. Une droite porj)endiculaire ci deux autres , qui se coupent par san pied 
sur un pian est perpendiculaire à toute autre droite passant par' son- 
pied sur oe plan. 

SP perpendiculaire à-KM, LN ( fig. 162), droites qui se coiipetil par son= 
pied P sur le plan KPN', est perpendiculaire à- toute autre droite AB 
piassanl par son pied- sur ce plan-. • . . 

P' ailes PK, PL, PM , PN , égales entr'ellcs ; tirez les droites Kla, MN ; 
puis du point S dtvlu droite SP , mouez les lignes SK, SA , SL, SM, SB ,• 
SN ; El !•.’ les triangles KPL , NPM peuvent convenir , vu que l’aogle P de 
l'un est ojiposc’ au sommet de l’angle P de l’autre, et que IcS côtés autour 
de cél angle d'iioc part-, sont égaux aux côtes autour de cet angle d’autre' 
part. a.° Lo ivinnglc APE , peut convenir avec le triangle BPN , par un côté- 
PL =PN, cl deux angles PLA, APL, sur PL, respectivement t^atix à deux 
angles PNB, BP?i, sur PN ; par conséquent, PA =PB cl LA=* KB. 3.°I,cs- 
triangles KPS, LPS, MPS, NPS , sont tous rectangles en P , et ont des 
côtés autour de cal angle respeclivcmenl égaux , savoir SP commun- à tous 
otPK, PL , 1*31, PN, égaux par construction j par conse'qnent, ils peuvent- 
convciiir , et partant , leurs iivpothcnuses sont égales. 4.° Les triangles isoscèles 
KSIi, MSN , peuvent convenir, par l’égalité respective de leurs trois côtés : 
d’où il suit que leurs angles SLA, SNB , sont égaux. 5v* Les triangles SLA , 
SNB ponvcnl couvenir, attendu qu’il a été démontré, que J?L=i:SN, L.\ — 
NB, SLA = SNB; par conséijucnl , SA = SB. S.’EnPiu, les triangles SP A, 
SPB peuvent convenir par trois côtés égaux un à un; d’où il résulte que les 
angles de suite SPA,- SPB sont égaux, que par conséquent, la droite SP, 
qui les fait sur là droite AB, est peqiondiculaire sur cette droite, et parlant, 
tpt’on général , une droite perpendiculaire sur deux autres qui passent par son 
pied sur un- plan, est perpendiculaire à toute autre droite passant par sou pied 
sur ce plan. 

Dèjinitions. On dit d’une ligne droite , qu’elle est Perpcndimdaire à un 
plan, lorsqu’elle l’est à toutes les droites qui passent par son pied dans ce 
plan: On dk d’une ligne droite , qu’elle est Oblique ci un plan, lorsqu’elle 
n’e.sl pas perpendiculaire à toutes les droites quj passent par son pied dans 
ce plan. 
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THÉORÈME EXVII J, 


Quand une droite est perpendiculaire <î trois autres , qui la coupent en un 
mime point, le plan qui passe par deux des lignes coupantes f passe aussi 
par la troisième. 

Supposé que SP soit perpeodiculûre snr PA, PB, PC (fig. iG3); le plan 
qui passe par PA , PB , passe aussi par PC : Car s'il n'y passoil pas ; le plan 
SPC le couperoit par une autre drotte que PC, laquelle soit PD. SP est donc 
perpendiculaire à PD , puLap/elle l’est à deux antres P.\ , PB , qui passent 
par son pied dans le plan A PB ; donc les angles 81*C , SPD , dont P un fait 
partie de l’autre , sont tous les deux droits, ce qui est im|<ossU>le ; donc il 
■est impossible , que lorsqu’une droite est pcipendiculaire à trois autres , qui 
la canpent en même point , le plan qui passe par deux des droites coupantes, 
ne passe pas par la troisième. 

THÉORÈME LXIX. 

a4a. Deux perpendiculaires à un même plan, sont parallèles entr‘el!es. 

Si AB, CD, sont perpendiculaires au plan ACE ( fig. l6i), elles sont 
paralli’.les ; ç’est-à-dire , qu’elles sont sur un même plan , et que sur ce plan, 
elles (ont avec ime troisième des angles lotcrieiu-s égaux à deux droits. 

Pmir le jirouvcr , j'clève sur AC , dans le plan ACE , la perpendiculaire 
CF = AB, et après avoir lire BC, BE , AE , j’observe qtte les triangles BAC , 
ACE, peuvent convenir, par tui angle droit, cl régalité respective de leurs 
côtés autour de cet angle ; d’où je conclus que BC = AE, et que les triangles 
BAE , BCFi peuvent convenir, par trois côtés respcctlvcraenl égaux. J’observe 
ensuite, qtve le Irîtuigle BAE, étant rectangle en A, le tiiangle BCE, l’est 
en C; que par conséquent , l.v droite EC , est perpendiculaire snr CA, CB, 
CD d'pù il suit que le plan qui passe par CA cl CB , passe aussi par CD , cl 
partant , qii’,\B, CD sont parallèles ,.q>uisqu’élanl dans le même plan BAC , 
elles y font sur une troisième AC , des angles intérieurs égaux à deux 
droits. En général, deux perpendiculaires au même plan, sont parallèles 
enu’elles. , 
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THÉORÈME LXX. 

ta' iki. Longue deux droitn tant parallèles et que l'une est perpendiculaire 
à un plan , l’autre l’est aussi. 

Si Afi , CD sont parallèles { Gg. i64 ) , et qu’AB soit perpendiculaire au 
plan ACE -, CD lest anssi. 

De la construction qui a servi à démontrer le tltcorènie précédent , je 
conclus d’abord à la congruence des triangles BAC, ACE , puis à celle des 
triangles BCE , BAE ; d’oîi il suit qitc l’angle BCE est droit , et qii’EC est 
per|ieiidicuLiire sur CA et CB. Mais par supposition AB, CD sont parallèles; 
donc il y a un plan qui passe par l’tine et par l’autre ; donc ce plan coïncide 
avec CAB , ptiisqu'il a en commun avec liti trois points A, B, C, qui ne 
sont pas en ligne droite. J’ajuiile qii’EC étant pcrpeiuHciilairc à C;\ , CB, qui 
passent par son pied dans Je plan C.IB , est pcrpeudicniaii e k CD, qui pas^e 
> aussi par son pied dans cc plan. Enfin je dis qne CD, en qualité de parallèle 

à AB , fait comme elle un angle droit avec CA ; que par conséquent , elle 
est perpendiculaire à deux droites CE_, CA , passant par son pied dans le jilan 
ACE ; et partant, qu’elle est perpendiculaire à ce plan : De sorte qu’en général , 
lorsque deux droites sont parallèles , si l’une est perpendiculaire à un plan , 
l’autre l’est aussi, 

THÉORÈME LXXL 

«.•s44. Ceux parallèles à une troisième , sont parallèles entr’elles. 

Cette proposition a été démontrée de deux droites parallèles à une troi.'icme , 
quand toutes les trois sont dans le même plan; il s’agit ici de la démontrer de 
deux droites parallèles à tme troirième , quand toutes les U oU ne sont pas 
dans le même plan. , 

Supposé donc (Gg. iG5) que CD, EF, AB , ne soient pas dans le même plan, 
et que CD , EF , soient parallèles à AB : Si dans le plan qui passe par AB , 
CD , l’on élève AC , perpendiculaire sur AB ; et que dans le plan qui passe 
par AB , £F , l’on élève AE , perpendiculaire sur AB ; il s’ensuivra qu'AB 
sera perpendiculaire au plan CAE ; que CD, EF parallèles à AB , seront per- 
pendiculaires à ce plan ; et Gnalemeut, que CD, EF seront parallèles entr’elles. 
En général , deux droites paraUcles k une troirième , sont parallèles entr’elles. 

■ . . - y 
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► THÉORÈME L X X 1 1 . 

tt.’siS./yes angles dont les jambes sont parallèles une à une , sont égaux ou 
complétnens l’un de l’autre à deux angles' droits. 

Soient EDj EF (lîg. l6G), jambes del’auj;lo DEF, parallèles une à une à 
BA , BC , jambes de l'angle ABC : L’angle DEF sera égal à l’angle ABC , 
ou à sou eoiuplcmcnt à deux droits. 

Faites El) = BA , EF =BC, et tirez ensuite les droites DA , EB , FC, 
DF, AC; Vous verrez d’abord rju’ED , B.A étant égales et parallèles; EB , 
DA sont égales aussi et parallèles : que de même, EF, BC, étant égales et 
parallèles; EB, FC le sont aussi: rpic de [ilus, les ligues égales et parallèles 
à une troisième, étant égales et parallèles cntr’elics; DA, FC , sont égales 
et parallèles; que par conséquent DF = AC, et partiuit,. rpio les triangles ABC, 
DEF pouvant convenir, par l’égalité respective de leurs trois côtés , leurs 
angles ABC, DEF sont égaux ^ 

Remarquez cependant que lorsqu’bir prolonge CB en G , les jambes de 
l’angle ABG , tout comme celles de l’angle ABC , sont parallèles une à une 
tmx jambes de l’angle DEF; rpte- par conséquent ABG, complément rT.UiÇ 
à deux droits , est aussi complément de DEF ù deux droits ; et partant , que 
les angles dont les jambes sont parallèles une à une , sont égaux , ou coin- 
plénu-iis l’un de l'autre à deux angles droits. 

n.®_ai6. Remarque, IjOrsqu’il est certain qu'un angle est égal à un antre ou à son 
conqdémcut ù deux droits, mais incertain, si c'est l'im on si c’est l’autre; un 
|>cut s’en éclaircir en cxaminnul , si les angles dont il s’agit sont ou ne sont pas 
de même nom : Quand ils sont de même nom , ih sont égaux ; Quand ils ne 
sont pas de même nom , Pun est complément de l’autre à deux angles droits : 
Quand rien ne fait connollre s'ils sont ou ne août pas de même nom , la 
question reste iiuléclie 

PROBLÈME X L I V, 

B.*a’»7. 0’tt/i point hors d’un plan, lui abaisser une perpendiculaire, et d’un 
point sur un plan, lui élever une perpendiculaire? 

Premièrement , du point S, hors du plan X ( Gg. 167) , lui abaisser une 
perpendiculaire ? 

A cet cITet, je tire li volonté sur le plan X , une droite AB , et dans le plan 
qui passe par eatle droite ci par le po'ml S , j’abaisse SQ , perpendiculaire 

\ * 
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sur AB ; finèvc eusiiitc , dans le jilau X, QP perpeadicnlairc sur AB; [mis 
j’aliaissc sur QP, la perpcn-'Uculaire SP, el je dis que SP est pcrpeiuUpulali c 
au plan X : Car tirant par le poiut P la droite CD, parallèle à AB, laquelle , 
par constriictiou , est perpeBiliculaire à QP, QS, et parla même au plau PQS; 
sa parallèle CD est aussi perpeiidicalaire à PQS; d’où rccii)roqucraent il suit 
que l’an»le CPS est un angle droit ; que par conse'quent SP est porpcndicu> 
Jaire à dcui droites PC , 1 *Q , qui passent par son pied dans le plau X , et 
partant, qu’elle est perpendiculaire à ce plan. 

Sccoii Jisnient , pour élever, du point K. sur le plan X (fîg. 167 ) une per- 
pendiculaire i ce plan ; d’un point arbitnûre S , hors du plan X , j’abaisse 
d’abord sur ce |>laii une perpendiculaire SP ; après quoi , faisant passer un plan 
par SP et par le point K ; de ce point même , je tire sur le plan SPK , une 
droite KZ, parallèle à PS, et celle droite est perpendiculaire au plau X. 

THÉORÈME LXXin. 

a.'aM.D’tm point hors d’un plan , on ne peut lui abaiseer i/u’ une perpendiculaire. 

Supposé que SP soit perpendiculaire an plan X (Cg. 167); toute autre droite 
SQ, tirée du poiut S à ce plan, lui est oblique; ai;«:idu qu’elle forme avec SP 
et PQ un triangle rectangle en P, cl par là même acutangle en Q. 

■.•aig. Conséquence. La perpendiculaire abaissée d’un point hors d’un plan sur 
ce plan , est la plus courte des droites qu’on puisse tirer de ce point à ce 
plan rnéme^ attendu que toute autre droite , tirée de ce point à ce plan, est 
l’iiypolbcniise d’un triangle rectangle , qui a la perpendiculaire pour nu de ses 
petits côtés. 

“théorème lxxiv. 

n.'aSo. D’un point sur un plan, on ne peut lai éleaer qu’une perpendiculaire. 

& du point P (fig, 168), on ponvoit élever au plau X deua perpendiculaires 
PS, PZ ; le plan SPZ couperoil le plan X par une droite PQ , et les lignes 
PS , PZ seroient perpendiculaires en un même point P , sur cette droite ; ce qui 
s est impossible. 

THÉORÉMELXXV. 

■."aâr De tous les angles qu’une obliqste d un plan fait avec les droites qui 
, - passent par son pied dans ce plan, 1.* U plus petit est celui quelle fait 

avec la droite qui joint son pied au pied de la perpendiculaire abaissée 
*. i d» fan - de sas peints sur la plan auquel alla est oblique. 3.* De tous cas 
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angles , le plus grand est l’angle de suite du plus petit. 5.’ De deiut angles 
moyens , celui-là surpasse l’autre^ dont la jambe sur le plan s'écarte 
davantage de la' ligne du plus petit angle. 4.’ L’oblicfue fait des angles 
égaux sur les droites qui parlent de son pied avec même inclinaison sur 
la ligne des plus grand et plus petit angles. 6.* U oblique fait des angles 
droits avec la droite qui passe par son pied perpendiculairerneut à la ligne 
des plus grand et plus petit angles. 6.* Elle fait des angles aigus avec 
toutes les droites tirées de son pied , vers le côté où la perpendiculaire sur 
la ligne des plus grand et plus petit angles , laisse la ligne du plus petit 
angle : elle fait des angles obtus avec toutes les drintes tirées de son pied 
vers le côté où cette perjfendicutaire laisse la ligne du plus grand angle. 
7.* Enfin , de tous les angles moyens entre le plus petit et le plus grand , 
il n'en est aucun , que l'oblique ne fasse , avec quelqu’une des droites qui 
passent par .son pied dans le plan auquel elle est oblique. 

Du poînl S <îc SO, obriijiicau pran X (Cg. 169), j'uLaisse SP, perpendicu- 
laire sur ce plan, et apres avoir décrit, avec Ofi comme rav'on, le cercle ADB, 
je rappelle à mon souvenir toutes les circonstances du tlicorème relatif aux 
droites tirées à la circonférence d’un cercle ADB , depuis n* point P, qui n’en 
est pas le centre : ce tliéoième porte 1." que la plus longue do ces droites est 
PA , qui passe par le centre O : a.° que lu plus courte est PB, qui prolongtie 
passerolt par le centre : S.' que les moyennes PF , PC , sont d’autant plu* 
longues, qu’elles retranchent de plus petits arcs, depuis l' extrémité' de la plus 
longue : 4 ® qtie ces moyennes passent par tous les degrés dé longueur ,, depuis 
leur linriie inférieure jusrpi’à leur limite supérieure : 5 .* enfin , qu’elles sont 
égales deux à deux, mais jamais en plus grand nombre. 

Fondé sur ce théorème, je dis d’abord , que Fangle SOP est plus petit que 
tout auti e SOF , compiis entre l’oblique SO et une ligne OF , difiésente d’OP : 
car le triangle SPB, ayant un côté commun SP, avec le tri.vnglc SPF ; mais 
son second côté PB , étant plus petit que PF, second côte de SPF ; son liypo- 
thénuse SB , est plus petite que l’bypotbcmisc SF ; d’où il suit que les triangles 
SOB , SOF ont deux côtés respectivement égaux et des bases inégales SB SF; 
que par conséquent , l’angle SOB est pins petit que l’angle SOF ; et parlant , 
que la première partie du tbéorème proposé , est démontrée. 

Quant à la seconde , savoir , rpie SOA , angle de suite de SOB , est pins 
grand que tout autre SOF : la preuve en est, que SOF et son angle de suite 
étant tous les deux plus grands .que BOB; il s’ensuit que tous les deux aussi, 
sont plus petits que SOA. . . 

Treistèmemeni , de deux angles SOD, S 0 £, moyens ente* SOB , SOA , le 
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plus grand est SOE , dont ia jambe OE , sur le plan X, sVcartc plus d’OB , tpio 
la jambe OD, de SOD : car pnis<pie PE > PD, riiypoibcniisc du Irianjjle rec- 
tangle SPË , est plus grande que l'IiYpotbcnuse du triangle rectangle 
SE ^ SD J d’«ù il suit que les triangles SOE , SOD, ayant deux côtes égaux 
xm à iu> , et des bases inégales, SE ^ SD ; SOE , qui a la plus grande base, 
renferme entre ses côtés le plus grand angle , SOE )>SOD. 

Quatrièmement, SO est également inclinée sur OE , OG, qui font des angles 
égaux sur AB, ligue des plus grand et plus petit angles : car régalilé des angles 
AOE, AOG , enlraîuaut l'e'galilé des droites PE, PGj les triangles rectangles 
SPE, SPG peuvent convenir, par deux côtés égaux un à un , et l’angle droit 
compiis entre, ces côtés; d’où il suit que les triangles SOE, SOG, ont trois 
côtés rcspcclivemcul égaux; que par oonscqucnl, SO fait sur OE et OG, des 
angles égaux. , 

IJinquicnicment, si CD passe par le point O, perpendiculairement k B.\; comme 
les angles SOC , SOD sont de suite , et que par l’article précédent , il est, 
démoiUré qn’ils sont égaux; il s'ensuit qu’ils sont droits. 

Sixièmement, l’oblique SO fais.ant des angles plus petits que SOC, SOD, 
avec toutes les lignes OF , Oïl, tiiées de son pied vers le côté où CD laisse la 
ligne du plus petit angle; tandis qu’elle fait des angles plus grands que SOC, 
SOD , avec tomes les lignes OE , OG , Urées de son pied vers le côté où CD 
laisse la ligne du plus grand angle ; il suit de l’article précédent, que tous les 
angles du côté de la ligne du plus petit atiglc sont aigus , et que tous les angles 
<du côté de la ligne du plus grand angle sont obtus. 

SepUèmemenl en lin , il ii'est aucun angle moyen entre le plus pctil'ct le 
plus grand des angles faits par SO sur le plan X ) qu’elle ne le fasse avec quel- 
x]u’iine des droites qui passent par son p'ied dans ce plaji : car soit K , rmi 
quelconque des angles moyens entre SOB cl SOA : si sur les jandics de col 
angle on prend KM , KN, respectivement égales à OS , OB; la base MX du 
triangle KMX , sera moyenne cuire lu base SB dn triangle SOB , et la base SA 
du triangle SOA. Or les obliques qu’on peut mener , du pohil S, à la ligne 
BA , passant par toutes les grandeurs moyennes entre SB et SA; U s'en liou- 
vera une SX , qui sera égale à MX ; de sorte que à, du |>oim P , comme centre, 
avec PX , comme rayon , l’on décrit un arc de cercle GXE , qui coupe la cir- 
conférence FAII en deux points E, G; les triangles SPE, SPX, pourionl 
I convenir, par un angle droit et les côtés autour de cet angle rcspeclivcnieul 
égaux; d'où U stiivra i.* que SE = SX = MX ; a." que le triangle SOE popria 
convenir avec le triangle MKX| par trois côtés respectivement égaux i trois 
..J oôiù ; 3.° enfin,, que’raugle K 4^ KMX, .sera égal à l’angle. O de SOE, et 
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parlant que le llicorème proposé sera démontre dans sa dernière partie Comme 
dans les antres. 

».‘a 6 a. Cons^gurnee l. Par l’article 4 de ce tliéorème , une oldique fait des angles 
c'gnuxavcf les droites, également inclinées sur la ligne des plus grand et plus [teiit 
angles; et par l’article 3 elle fait des angles inégaux avec les droites inégalement 
inclinées sur cette ligne; par conséquent, elle ne fait des angles égaux qu’avec 
deux lignes tirées de son pied , l’une è droite , l'autre à gauche de la ligne de 
scs plus grand et plus petit angles ; et parlant , lorsqu'une droite fait des angles 
^f’aux avec trois liffnes tirées de son pied sur un plan , celte droite n’est pas 
oblique , elle est perpendiculaire à ce plan. 
a.* 253. Conséquence s. Le plus [tclit détermine le plus grand des angles formés par 
une oblique sur les ilroiles qui pa.ssent par son pied dans un plan , vu que ce 
plus grand angle , est angle de suite du plus petit ; cl par rapport aux angles 
moyens, l’olilique les forme tous, de pan et d’autre de la ligne des pins grand 
et [lins petit angles: par conséquent, l’inclinaison d'une oblique sur un plan, 
est complètement déterminée , par le plus petit de scs angles sur ce plan} 
de sorte qu’il suffit seul, à spécifier cette inclinaison, 

■ THÉORÈME LXX V I. 

n.*25>i. Deux parallèles sont également inclinées à un plan quelconque. 

Les parallèles AB, Cü(fig. 170), sont également Inclinées au plan X. AB 
peut élrc perpendiculaire au plan X; elle peut lui être oliliqiic ; elle peut y 
être couchée; elle peut eu être toul-à-fait dehors : voyons si dans chacune de 
ces situations, l’inclinaison de CD au plan X, est la même que celle d’AB*^ 

Et premièrement, lorsqu’ AB est perpendiculaire au plan X, nous avons déjà 
vu , que CD l’éloil aussi. 

Secondement, lorsqu’/CB est ohlitpie an plan X (fig. 170), les li^es AB, 
CD clanl parallèles, le plan Y, qui passe par l’une et par l’autre, cotipc lo 
plan X [>ar une droite BK, plus ou moins inclinée sur AB. Mais lorsque deux 
dmilcs sont parallèles, toute droite qui, dans le plan où elles sont tracées, fait 
sur l’iinc un angle quelconque , va rencontrer raiitre sous le même angle ; donc 
il y a sur le plan X un point D , par lequel la droite BK rencontre la droite 
CD; donc si du point A de l’ohlique AB, l’on abaisse une perpeodicubire AP 
stir le plan X; et que d’un point C, de l'oblique CD, l’on abaisse une peqten- 
diculaire CQ sur le même plan; les angles ABP, CDQ, seront les inclinaisons 
respectives des parallèles AB , CD sur le plan X. 

Les triangles ABP, CDQ, sont donc rectangles, l’un en P, l’autre en Q; 
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donc letirs antres angles sont aigus; donc les côtés A.B, AP du triaiifjf*^ AB?, 
élanl parulléles un à iin aux côtés CD , CQ du triiuigle CDQ; ces triangles ont 
un second angle UAP, égal i un second angle DCQ; donc ils sont éqiiiangles; 
donc A BP , troisième angle de ISin , est égal à CDQ , troisième angle de l'auu e ; 
donc les droites AB, CD sont également inclinées au plan X. 

'l'roisiéinoment , supposé qu'AB soit coiicliée sur un plan X ^fig. 171); 
quelle sera la situation de CD, par rapport à ce plan? 

Elu réponse à cette question j’obsersc, que le rlan X tournant autour d'AB, 
passe par toutes les siuialions qui peut cul lui contenir en tant qu’il est assu- 
jetti à passer par AB: qtie par conséquent, il y a ui.e de ces situations dans 
Laquelle les parallèles AB, CD se imuscnt sur ce plan; tamlis que, dans toutes 
les autres, il n’y a aucun point de CD, qui soit sur le plan X : Car s'il y en avoil 
un, le plan qui passcroil parce point cl par la ligne AB, coîneidernii avec lo 
plan des parallèles ÂB , CD, puisqu’il auroil en commun avec cclui-ci , la ligne 
AB et un point hors de cette ligne. Lors donc qii’AB est concliée sur un plan 
X , CD est couchée aussi sur ce plan , ou en est tout-à-fail dehors : reste à savoir , 
de quelle manière elle en est deliors. 

A cet cITet, soit d’une pari le plan ABE (fig. 171 ) , dans lequel AB est cou- 
chée : soit d’antre part la parallèle CD, loul-à-rail hors de ce plan : Si des 
points C, D, l’on abaisse sur ce plan même les perpendiculaires CF, DQ; le 
quadrilatère CPDQ sera un parallélogramme rectangle ; Car ses angles P, Q 
«tant droits, ses autres angles C, D ne setxticni être l’un aigu, et l’autre obtus, 
qu’autant que CD rencontreroit PQ; ce qui répngneroil 4 la supjtosition , que 
CD est entièrement liors du plan ABE. Le quadrilulèrc CPQD est donc un 
rectangle , et CD est tellement hors du plan ABE, que tous ses [loints en sont 
à égale distance CP = DQ. 

Ainsi donc , résumant tontes les circonstances dans lesquelles deux paral- 
lèles peuvent se rencontrer par rapport à un plan quelconque , on trouve 
1." que lorsque l’une des deux est perpendiculaire 4 un plan , l’autre l’est aussi : 
S.* que lorsque l’une est oblique à un plan, l’autre l’est aussi, cl que l’obli- 
quité est la même de part et d’autre ; 3 .° que lorsque l’une est couchée sur 
un plan , l’autre aussi y est conebée , ou que ses points en sont tous 4 égale 
distance. 

Mais dans le cas où une droite est couchée sur un plan, elle ne fait point 
d’angle avec ce plan; elle n’en fait point non plus lorsqu’elle ne le rencontre 
psks; donc le théorème quexfeux parallèles sont également inclinées à un 
flan quelçftnque , est itémonlré dans tons ses cas. >: 

* Définition. L’on dit d’une droits^ tfa’elle .est /Tora/fefe à un p^n, lorsr 
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q\i’e)le ne le rencontre pas : circonstance tonjoin » accompagnée de celle-ci y 
cpic tous les points de cette droite , sont à égale distance de ce plan. 
n.*a55. Conaé^ttence. Lorsqu’une droite CD , hors d’un plan Xy est parallèle 
à une droite AB , tirée dans ce plan, élit est parallèle à ce plan- même : 
car le plan des parallèles AB, CD (fig. 171 } , étant représenté par Y ; CD ne 
peut rencontrer le plan X , que par ou point d’ÂB , commune' section des 
plans X , Y. Mais CD est parallèle à AB ; donc elle ne la rencontre- pas j donc 
' elle ne reuceutre pas le plan X ; donc clic lui est parallcltr. 

PROBLÈME X L V. 

.nA'aSS. D’«/i point hors d’un plan, lui abaisser une oblique sous une incUnaisonr 
donnée , et d’un point sur un plan , lui éleoer une oblique sous une incli- 
naison donnée? 

Du point A , hors du plan X (iig. 170) , s’agii-il d'abaisser sur ce plan une' 
oblique , (jui le rencontre sous l’inclinaison EFG ? De ce point, j’abaisse d’abord 
sur cc plau la perpendiculaire AP ; puis faisant passer par cette pcrpcndicidaire 
un plan APB , j’incline dans ce plan sur AP , une liroito AB, sous l’uuglo PAB, 
eomplcmeiit d’EFG à un angle droit; et l’angle PBA , étant aussi complément 
de PAB à un. angle droit, est égal à EFG. Mais ccl angle PBA est l’incJinaisoa- 
d’AB .sur le pbm X ; donc le proltlême' est résolu. 

Fatil-ll ensuite elever, d’un point D sur un plan X, une obliqtie qni lui soit 
inclinée de la quantité EFG? D’un point arltitraire A, hors de ce plan, je 
commence par lui abaisser une oblique AB , sous riuclinaisuu requise ; puis 
faisant passer un plan par cette oblique et par le point D , je tire de ce point, 
aiir cc |)Ian, une droite DC, parallèle à BA; et l’inclinaison de cette droite 
' BU plan X, étant la' même que celle de BA, le problème est résolu. 

THÉORÈME LXXVIL 

« 

Lorsqu’ une droite est perpendiculaire sur deux plans diffùrcns déposition, 
ees plans ne se rencontrent pas ; mais lorsqu’elle est perpendiculaire sur 
' l’un , et oblique sur l'autre, ik se rencontrent. 

’Soient £CD , EFG (fig. 173), deux plans auxquels SP soit pcrpendiciil.-ûre ; 
ù ces' pians se rencontruieat , les droites SA, PA, tirées des exlréniiés de 
SP , è quelqu’un de leurs poittCs de rencomre A , formeroient arec SP un 
triangle SPA , qui auroit deux angles droks, oe qui est icnpussible; 

' séqurnt.vcs plans ne se .sencootaeui pas.) ' o ..l - . T 
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ïiOrs an contraire r]ne SP, jioi |teuillculaiie au plan BCD , est ol)li<|iic au 
plan EFG ; CCS plans sc rcncoulronl : car SP faisant des angles aigus avec nue 
^ inGiiitc de droites, tirées de son pied dans le plan EIG; tout plan qui passe 
par l’une «pielcoiiipic de cos droites SA , cl par SP , coupe le plan BCD , par 
une droite PA, perpendiculaire ù SP; de sorte que les angles Sl’A, PSA, 
formés snr SP, dans le plan ASP, sont jdus petits que dottx droits; que par 
cotiséqnent SA et PA se rencontrent , cl qu’il en est de même dos plans sur 
lesquels elles sont tracées. 

•i” a58i DfJinilUtn. Lorsque deui plans ne coïhcidcDt.m no se rencontrent , on dit 
qu’ils sont parallèles. 

Conséquence. Lorsque deux plans sont parallèles , si une droite est per^ 
pendiculaire sur l'un , elle l’est aussi- sur l’autre : car si elle lui- éloit oblique, 
i«s deux |daiu se rencoutreruient. 

THÉORÈME L X X V tl H 

I 

Lorsque de trois-points qui ne- sont' pas en ligne droite sur un plan , l’on 
abaisse des perj/eiidiculaires sur un second plan, et que ces perpendi- 
culaires sont égales { les deux plans sont- parallèles.- 

Des trois points A, B, 6, qui ne sont pas eu ligne droite sur le plan X 
(fig. 173 ), ou a abaissé sur le plan Y, les perpendiculaires AD, BE, CF, 
lesquelles se trous ant égales, il s’agit de démontrer que les plans X, Y sont 
paiallèlos. 

A cet cITct , je tire les droites BA, BC , ED, EF, et j’olJscrve : qtx le.s- ~ 
qitadrilalèros ABED , BCFE sont des rectangles, vit que deux de Ictirs côtés- . 
opposés sont égaux et pa)'allélos ; que de plus, ils ont des angles droits. Or ib 
suit de là qti’EB est, non seulement pcrpcndicul.Vnc à deux dioites BA, BC, 
qui passent par son pied dans le plan X, niais tpi’clle l’est aussi à deux droites 
ED, EF, qui passent par son pied dans le plan Y ; que par conséquent EB 
est perpenilicidairc à ces deux plans; etiiartaiit, qu’ils sont parallèles. 
n.'aCo. Remarque. On généralise ce théorème en disant que , lorsque de trois' 
points, qui ne sont pas en ligne droite sur un plan, l’on incline également 
trois obliques sur un second plan ,.el que ces obliques sont égales; les deux 
plans sont parallèles ; car si dit point d’ou chaque oblitpie est tirée , on ali.titro' 
une perpendiculaire sur le second plan, et qn’on joigne le pied de chaque per- 
peiidicuhiire au pied' de son oblique ; il sc forme trois trlargles rectangles , 
capables de convenir ,- par deux angles rcspcclivcnienl égaux cl des hj pothét- 
uuscs égales; d'oh il suit que ce cas rentic dans celui des peipcndiculaiies , et 
parlant, que l'un est aussi bleu détmiolvé que l’autic. 
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THÉORÈME LXXIX, 


Lorsque deux plans sont parallèles , une droite quelconque fait sur l’un, 
le même angle que sur l'autre. 

Et d'abord (fig. 174 ), supposé que SB soit perpendiculaire à l’un des plans 
parallèles X, Y; elle est |icrpeudicuUi'e sur l'autre : siip|iosé qu’elle soit 
oblique sur l’un Y ; si d’un de ses |M>ints S, o» abaisse sur ce plan une perpen- 
diculaire SQ , celle perpendiculaire l'est aussi sur le plan X; de sorte que 
tirant les droites PA, QB , l’angle SAP est rinclluaison de SB sur le plan X ; 
l’angle SBQ est l’incluiaison de SB sur le plan Y. Mais les triangles SPA , SQB 
sont rectangles l’un en P , Pautre en Q, et ont un angle conuuun S; donc ils 
sont équiangles; donc SAP, troisième angle de l’un, est égal à SQB , irplsicinc 
angle de l’autre; donc la droite SB, est inclinée sur le plan X, comme 
elle l’est sur le plan Y. 

THÉORÈME LXXX. 

n.'aSa. Les droites contenues entre deux plans parallèles sont égales, quand elles 
sont également inclinées sur ces plans. 

Premièrement, les droites SP, ZQ (fig- 175 ), pcrpendieulaires aux plans 
X , Y cl contenues cnlr’cux sont égales : Car si l’on lire SZ, PQ , }e qua- 
di ilaière SPQZ est un rectangle , vu qu’il est tout entier dans le plan des 
parallèles SZ, PQ, et que tousses angles sont droits; par conséquent , ses 
côtés opposés SP , ZQ sont égaux. 

Secondement, SA , ZB, également obliques aux plans X , Y , sont égales : 
Car si des po'uits S, Z du plan X, on abaisse sur le plan Y les per|icndicu- 
l.iiies SP, ZQ et qu’on tire les droites AP, BQ; les inclinaisons SQB, ZPA 
èlaiit égales, par supposition i les triangles SPA, ZQB peuvent convenir , par 
un côté SP , égal à uq côté ZQ , un angle droit sur ce côté , et uq second 
angle SQ)B, égal à un second angle ZPA; par conséquent, leurs liypoibémises 
SA, ZB sont égales, et parlant , les droites coiilcnues entre deux [ilans paral- 
lèles sont égales, quand elles sont également Inclinées sur ces plans, 
n.'afi.l. Conséquence. Deux plans parallèles sont partout <i égale distance l’un 
,de l’autre ; attendu que toutes les perpendiculaires abaissées du premier sur 
le second sont égales. En d’autres termes , deux plans parallèles sont 
équidislans. 
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h.‘ sBi. Lorsque les jamles d’un angle, sont parnltùhs une à une aux jambes d’un, 
autre angle , les plans de ces angles coïncident ou sont parallèles : Ils 
coïncident , quand le sommet de. Cun des angles est sur le plan de l’autre, 
angle : Ils sont parallèles , quand le sommet de l’un des angles n’est pas 
sur le plan de l’autre angle. 

Supposé preiiiiércnicnl que les jambes de l’iuigle QPR (fig. 176), soient 
pnrullèles uiic-â-ime aux janiLcs de l’angle EDF , cl que son sonimcl P, soit 
sur le plan EDF ; PQ ctanl parallèle à DE , U y a im |ilai>, qui passe j>ar ce> 
deux Kgnes, et qui a en coimmiii avec le plan EDF, la droile DE et le point 
P hors de celte droite; d’où il suit que ce plan coïncide avec le plan EDF. 
Par une raison scniblulde, le plan qui passe par les parallèles PR , DF, eoïii- 
ciilc avec le plan EDF; doue le plan qui passe par les parallèles PQ , DE, 
coïncide avec le jdan qui pas.se par les parallèles PR , DF; donc ces qnalic 
lignes PQ, DE, PR, DF sont dans le mènic plan ; donc le plan QPR coïn- 
cide avec le plan EDF. 

Siipj>osé en sccoml lieu, que BA, BC, jambes de l'angle ABC, soieut paral- 
lèles une-à-une à DE, DF , jambes de l’angle EDF , et que B, sommet d'ABC, 
soit hors du ]<lau EDF : La droile DE , parallèle iï BA , droite tirée dans le 
plan ABC, est parallèle à ce plan : La droile DF, parallèle à BC , droile liicr 
dans le plan ABC', est parallèle à ce plan; donc toutes les peqieii<.liculaircs 
abaissées sur le plan ABC, depuis des points, pris sur les jaiidscs de l’angle 
EDF, sont égales; doue le ]>lan EDF est paitJlèic au plan ABC 11.° a5(). 

THÉORÈME L X X X I I, 

n.“a65. Detix plans parallèles à un troisième sont parallèles entr’eux. 

Si les plans X, Y (fig. 17'*), sont parallèles au plan Z ; RP, pcrpcmlicii- 
laire élevée sur celui-ci, sera perpendiculaire sur ces deux-là n.* a58j par 
conséquent , ils sont parallèles u.° 367. 

PROBLÈME XLVI. 

n.®aC6. Par un point donné hors d’un plan, en faire passer un qui tui soit 

parallèle. 

Par le point B, hors du plan QPR (fig. n6), faire passer un plan ABC, 
parallèle à QPR? Du point fi, j’abaisse BP perpendiculaire sur QPR: du 
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niome point B , je tire dans le plan BPR la droite BC, parallèle à FR, et 
dans le plaiiBPQ,la droite BA, parallèle à PQ. Par celle construction, la 
droite BP est perpendiculaire au plan ABC et au plan QPR j par coascqueat„ 
ABC est parallèle à QPR. 

n.*a67. Conséquence. Tous les plans qui passent par un point hors d’un autre 
plan , parallélemimt d celui-ci, coïncident : Car supposé «jue deux plans X,T, 
passent par le point fi, parallclenicnt au plan QPR ( tig. 176); ces ^ciix plana 
seront parallèles enir'eux, et par là-mèmc écjuidislans. Mais leur distance au 
point B est Jitille ; donc elle est nulle partout , donc ils coïncident . Donc , s! l’on 
considère les plans rpii coïncident comme ii’eu faisant ipi’un ; la conse'ipienoe 
■ qn'on sient de tirer, est snsccpliLle de rénoncé snitanl ; Par un point donné 
hors d’un plan, il ne peut en passer qu’un, qui lui soit parallèle. 

THÉORÈME LXXXllI. 

n.®a68. £,?« sections de deux plans parallèles , coupés par un troisième, sont 

parallèles. 

ï,es sections PA,QB de deux plans X, Y (lig. 174), coupés par un Iroioièmc 
SQB sont parallèles : Car si elles se rcAconti oient en un point, ce point scroil 
■sur le plan X, comme contenant la ligne PA; il seroil aussi sur le jilan Y, 
comme caiitcntuil la ligne QB; par consétpient ces plans se rencontreroient , 
SX <pii est impossible, puisqu’on suppose qu'ils sont parallèles. Les sections 
de deux jdaus parallèles, conjiés par un troisième, sont donc parallèles. 

THÉORÈME LXXXIV. 

iZ^.TjOrsque deux plans sont parallèles un-ti-un à deux autres plans, si lee 
premiers se coupi ut, les seconds se coupent aussi, et la commune section 
des uns, est paralièle d la commune section des autres. 

Siip|>o>é que les plans V.Z (lig. l'If), soieut parallèles iin-à-nn aux plana 
X,Y; (> 11 , cominnne section des premiers, sera juirallide à AB, commune 
section des seconds: carie plan X étant prolongé, jnsqu’à-ce qu’il rencontre 
le plan Z en PN; les sections AB,PN des plans psnillclcs Y, Z, coupés par 
le troLsièine X, sont paralièlcs ; les seclious Gll, PN des plans parallèles V, X, 
«onpés par le troisième Z, sont aussi parallèles; |tar couséf|ueot les droites 
AB , Gli , parallèles a une troisième PA , sont parallèles eulr’ejles. 
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i'O- Lont/i/e tleux droites contenues entre deux plans parallèles , sont coupées 
par un troisième plan , parallèle aux tleux premiers s elles sont coupées 
en parties proportionnelles. 

Le» droites AC, DF, contenues entre fes plans parailélcs X, Z (ti^. 178), 
sont coupées par le p/lau Y, parallèle aux plans X,Z, en parties telles, (|uc 
AB:DE=BC:EF. 

Eu elTet, si aprt'S asoir tiré AF, qui traverse le plan Y par le point G, 
- l'on mène les droites CF, BO, GE, AD; les sections AD,GE des plans paral- 
lèles Y, Z, coujié» par le troisième AFD, sont parallèles'; et il en est de mêirtc 
des sections CF, BG des plan» X, Y, coupés par ACF. Mais une droite qui 
coupe les côtés d’iiu iriauyle parallélcinenl à sa base, les coupe en parties pro- 
jiuriiouncllcs , donc .A.B iBC=AG;GF , et DE;EF=AG;GF; donc ABiBC 
s=DE;EF ; doue liutdenieut AB;DE=BC;EF. , 

Définitions et consétjuence». Quoique la portion de surface plane, qui es» 
eouleuuc entre deux droites (pii se coupent et (pii sont terminées à leur point de 
section, soit ordinaireiuenl désignée par le mol Ôl angle seul; qucbpielois cc- 
peudaut, sou rappor» an plan, la fait désigner par les deux mots Angle plan. 
A rimitalion de cette seconde désignation, considérant que la portion d'Espace 
f contenue entre deux plans qui se coupent et qui sont terminés à leur couinuine 
section, est en raport direct à l’Espace; je lui donne' le aotaA' Angle spaciaire. 
De sorte que les plans CB A , DBA , qui sc coupent par fa droite AB ( Cg, 1 7j)), 
forment quatre angles spaciaircs, savoir, CB.AE,FABE, EABD,DBAC. 

Je nomme Faces d'un angle spaciaire , les deux sénii-plans qui le termi- 
nciit, et j’appelle Faite d’un angle de ce nom, la commune section de ses faces : 
Les séini-plans CBA, DBA, (pii terminent Fanglc spaciaire CBAD, eu sont les 
faces; leur commune section BA , en est le faite. J’observe ensuite, que in 
grandeur des angles spaciaires dépend de l.a quantité d'espace , qu’ils conlicunei.t 
entre leurs faces: qu’ils sont égaux, quand ils en contietmcni des (piantltés 
égales; qu’ils sont inégaux, quand ils en contiennent des quantités inégales. 
De plus, entre les (piatre angles spaciaircs, qui se forment autour de lu corn- 
n «g^,.muue section de deux plans, je distingue ceux qui sont (Fun même côté par 
rapport à Fun de ces plans, et je les réunis sous la dénonimalion âi’ Angles spa- 
ciaires de suite: CABD, DBAË sont deux angles spaciaires de suite;* CBAF, 
FABE sont deux autres angles sjiaciaircs de suite. D’oîi il parott, que la somme 
de tleux angles spaciaires de suite, est une quantité constante ci in varia - 

SI 
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hh, ioujours <^g(tlg 0 la moi lié île 1 ‘csp^g^: Eu J’aulres termes, Deux angles 
spaciaires de suite sont égaux d deux autres angles spaciaires de suite , 
guels qu’ils soie/it. Je coiiluiiie et je dis, de deux angles spaeiaires , qu'ils 
sont opposés par le faite, quand les faces de !’ua prolongées forment les faces 
de l’aiute : l’angle CBAE est opptsé par le faîle à l’angle DBAE. J’ajonic que 
n.*i7a. ees angles sont de même grandeur : car deux angles spaciaires de suite , étant 
égaux à deux autres spaciaires de suite; il s’ensuit que CBAf-l-CBAD=CBAD 
-J-DB.AE; que par consequeut CBAF— DBAE. 

t 

THÉORÈME LXXXVl. 


n.’a75. hes angles spaciaires égaux, peuvent convenir. , 

1 

Supposé que les angles ABCD, EFGII (fig. 180) soient égaux; je fais coïn- 
cider la face EFG, a\cc li> face ABC, de ntanicre que FG soit coiidite sur 
BC , et (juc les faces FGH , BCD, S’élèvent du même côté au-dessus des faces 
coïncidentes FFG.ABC. Si alors , la face FGIf n’a en commun atec la face 
BCD que la ligne BC, elle s’étend toute aii-ilesfoiis ou toute au-dessus d'elle, 
et dans Ftiti et l’aiurc Cas, les angles ABCD, EFGK sont iiiégrntx ; ce qui étant 
cunliaiie à la supposition, il faut que la face FGH ail en commun av'ec la 
faec BCD qucii|iic cliosc «le plus que la ligne BC; ipic par coiisétpieiil , elle 
cuïnctdcuvcc elle; et parlant, que l’angle EFG 11 , convienne avecl’angle ABCD. 

THÉORÈME L X X X V 1 1. 

re'^uTk.pMrsqu'un plan passe par une perpendiculaire rî un autre plan, ces deux 
plans partagent l'Espace .eu quatre angles spaciaires , capables de cou— 
venir. 

.'si![iposé que le plan ABC (fig. 181), passe par SP, perpendiculaire an plan 
JUIF., cl s'enfonce ave.c elle sous ce plan même; les deux plans A BC , BDE 
partagent l'Espace en tptatre angles spaciaires, capaldes île eonvenir : car oliâ- 
etm d’enx portant sur une, de ses faces la perpendiculaire PS; si l’on com- 
pare Fini à l’antre, on peut d’aBord faire coïncider celles de leur faces tpiî 
portent PS, puis les deux perpendiculaires PS; cl alors, les secondes faces ayant 
en commun le faite et la perpendiculaire sur le faite, coïncident; d’où il suit 
que les angles convicnneut. 

Dénominations. Les angles spaciaires sont i/roï/.t, aigus, obtus, selon qu’ils 
contiennent entre leurs faces le quart, moins que le quart, plus que le quart 
de l’cspacc. ' 
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B.‘ 3 yS. Dans tous les angles spaciaires droits, une des faces passe par une per- 

pcndiculuire à l’autre face. 

V 

■ Le llieorcmc prccéiienl tlctiiontre , f|u’il y a des ar»};Ies spaciaires di oiis où 

' rein a lieu. Soit donc X l’im de ces angles, et Y, uu angle spaciairc dioit 
«jiielcowpie : Ces ailles étant égaux, peinent comciiir; par coiiscipient , lors- 
(pi’ils convicniiciil, une des faces d’ Y , comme une des faces iFX, passe par 
une perpendiculaire à sou autre face. ‘ 

' Dénominations. Par oppiishinn aux angles sjiacinires droits , on qualiiic 
tVangles .spaciaires obliques, ceux «pii coiilieiinent entre leurs faces [dus ou 
moins tpie le quart de l'Espace. Et de même, par o]iposilion aux Plans per- 
j/endicidaires , qui renferment un angle spaciaire droit, on qualillc de Plans 
obliques , ceux ipi'f rcnfcrnicnt des angles sjiaciaires obliques. 

Définition. L’angle, plan d'un angle spaciairc (quelconque est Cfelui, ilont 
le .sommet est à un point du faîte , et dont les Jambes s’élèvent perpeudiciiîai- 
rcmcnl au faîte, l'une, dans la piendcro ; raiilrc, dans la seconde des faces 
de cet angle spaciairc : DB.V est l’aug’le plan de l'angle spaciairc DCBA (fig. 180', 
comme avant son sommet B, sur le faîte BC , et scs jandtes l’une, 

dans la face ABCj raiiire, dans la face DBC, perpendictdaircs sur BC.' 

Conséquences l. - 3 . Nous avons démontré, tpi’en tout angle spaciairc droit, 
nnc des faces passe par nue p’^rpeadiculairc à l’autre face. Eaisoiis voir il pic- 

• seul, que ccUc seconde face passe aussi par une perpentKcnlairp à là première'; 

• Et à cct oll'el, siippose qii’ABC, face de l’angle spaciaire ABCE (fig. j8l)^ 

passe par SP, perpendiculaire à l’autre face BCEj quand on auraéleve' sur BC, 

t’ dans BCE, la perpendiculaire PB, elle sera à la fois perpendiculaire sur BC 
et sur PS, qui passent par son pied dans la face ABCj par consécpient elle 
sera perpendiculaire à cette face même; de’ sorte qu’ciïcclivcnioul , BCE passe 

B.'’a76. ptte t'ue perpendiculaire à ASC; ct’pnrtant, qu’eu tout angle spaciaire droit, 

* chaqu» face passe par une perpendiculaire d l’autre face. Ajoutons, tpic 
deux plans perpendiculaires l’un sur l’autre, formant un angle spaciaire droit,- 

•>■*277100 peut dire aussi, que lorsque deux plans sont perpendiculaires , chacun 

' d’eux passe par une perpendiculaire A l’autre. 

Conséquences ultérieures il 2.’5.‘ Lorsque ^€1(1; plans sont pcrpcndictilaircs 
l’un sur l’aiure^le pi-éinicr ABC ('lîg. 181),'' passe par 'une p'erjiendiculaii e au 
sccoud BCE, laquelle soit BA ; le second BCEj’ pàsse par Viné pefpeiidieu- 
Jaiic au pictuicr ABC; laquelle soit PB. Si donc d’un j;oinl C de CB, corn- 
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iniine section de ces plans, on elève surCB, (Lins ABC, nne perpendiculaire 
CL; elle est parallèle à BA îj.° l8; par cousetpiciil elle est, coiunie BA, 
perpendiculaire au plan BCE ii.* 345 : El de même, si du point C, l’un élève 
sur CB, dans BCE , la perpendiculaire CE; elle est parallèle à PR ; par cou- 
n-"a78. sêtiucnt elle est, comme PR, pcrpendictilairo au jilan ABC. hors donc que 
deux plans sont perpendiculaires V tui d l' autre, i.“ une perpendiculaire 
élevée à leur commune section, dans le premier, est perpendiculaire au 
second; une perpendiculaire élevée el leur commune section, dans le se- 
cond, est perpendiculaire au premier; a°. L’ani;lc compris entre deux de ces 
n.* a79.pcrpcndictdîiire« CE, CL, est un angle droit; par conse'qurni, Vangle plan 
d'un angle tpaciaire droit, est un angle droit, quel que soit le point du 
faite où il ail son sommet. 

n.’aSo. La irotslcnio des consêtpiences dont il s’agît est que , horsqu’ un plan, 
X, est perpendiculaire à un plan 1~; si l’un des deux , X , passe par 
le pied d’une perpendiculaire à V; cette perpendiculaire est toute entière 
dans le plan X : La raison en est, qu’une per|>endieulaiie clevc'e dans X, 
d’un point quelconque de sa commime section avec Y, sur cette commune 
section , éianl perpen<liciilaire au plan Y; si la perpendiculaire, par le pied de 
laquelle on suppo.se que passe le plan X, n’rtoil pas toute entière dans ce plan, 
de ee pied-meme , il s’êlèveroit , sur le plan Y, deux perpendiculaires à ce plan, 
ce qui est impossible. 

THÉORÈME LXXXIX. 

D.’aSi.Z^ communs section de deux plans perpendiculaires à un troisième, est 

perpendiculaire à ce troisième. 

Suppose que deux plans X, Y se coupent et soient perpendiculaires & un 
^ troisième APB (fig. 183) : Si dn point P, par lequel PS, commune section 
des plans X, Y, s’appuie sur le plan APB, l’on élève dans X, PK perpendicu- 
laire à sa commune rectirvn avec APB ; eUe sera perpeudiculaire sur ABP 
^ _ n.° 378 : Si du niênie point P, l’on élève dans Y, PL perpeq||liculaire à sa 

comntunc section avec .APB; elle sera perpendiculaire sur APB; de sorte que 
deux pcqieodiculaires s’élêv eroieot du point P, sur le plau APB , » PK < PL 
ne cuïiiciduieut pas avec PS, commune section des plans X, Y; donc PK, PL 
coïncident avec PS; d"nc PS est peipeudicnlaire an plan APB; donc la com- 
mütie section de deux plans perpendiculaires à un troisième, est perpendi- 
culaire à ce troisième, ^ y 

. 1: . ' J.U! . ’ 
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THÉORÈME XC. 
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n*ii^.Ijor»qn’on fait passer ries plans par le faite d'un angle spaeiaire , de' sorte ^ 
qu'ils partagent cet angle en un nombre quelconque d’angles partiels, 
i'gaux ou inégaux; la somme des angles plans des angles partiels, est '■ 
égale à l’angle plan de tout l'angle spaciaire. ^ c 






r* ■ ^ 






Sou AIK'D (fig. i83), un angle spaciaire, par le Cake duquel passent les ÿ ' 
plaie» bCt' , BL E, qui le partagent dans les angles ABCF, FBCE, EBCD : Si 
du puiiii B. et dans les plans ABC, BCF, BCE, BCO, l’on e’Iéve sur BC Icj 
perpendiculaires BA , BF, BE, BD; l’angle ABF, sera l'angle plan de raiigle 
«paciuire ABCF; l'angle FBE , sera l’auglc plan de l’angle spaciaire FBCE; 
l’angle EBD , sera l’angle plan do l’angle s{raeiuire EBCD ; et enfin , l’angle 
ABD, sera l’angle plan de l’angle spaciaire total ABCD. Mais les janilies de 
tous ces angles plans , sont perpendiculaires , en un même point B, au faite do 
BC; donc elles sont toutes dans le même plan, donc ABD — ABF -i-FBE-)- 
£BD; donc en général, l’angle plan d’un angle sjMciaire, est égal d la 
Somme dts angles plans de toutes ses parties. 


THÉORÈME XCI. 


n.*283. Z<M angles plans des angles spaciaires, sont de mime nom que ceux-ci , et 
r angle plan d’un angle spaciaire est le même, en quelque point du faite 
de celui-ci , que son sommet soit placé. 

Ce tliéorènie a déjà été démontré de l’angle spaciaire droit ; on a vu n.* 979 , 
<pie l’angle plan d’un angle spaciaire dioit, étoit droit, quel que fût le point du 
faîte où il eût son sommet : il ne reste donc plus qu’à le démontrer des angle, 
spaciaires aigus , et des angles spaciaires obtus. 

Or premièrement, l’àngle plan d’un angle spacùûre aigu , est aigu : car quel 
que soit un angle spaciaire oigti , il faut lui en adjoindre un second , aigu comme 
lui, pour former un angle spaciaire droit. Mais en même tems, que l’angle plan 
d’un angle spaciaire droit, est un angle droit , il est égal à la somme des angles 
plans de ses parties ; donc l’angle plan de cliacune de ces parties est un angle 
aigu ; donc Sangle plan d’un angle epaeiaire aigu , est aigu. 

Secondement , l’angle plan ^un angle spaciaire obtus est obtns : car un 
angle spaciaire obtus , étant composé de deua angles spaciaires , l’un droit , 
l’autre aigu; et l’angle plan d’un angle spaenaire quelconque, étant égal à la 
somme dea angles plans de ses parties ; U s’ensuit que l’angle plan d’un angle 
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spaciiiirc obuis, csl <’(ÿJ à lu somme de deux anjjles j'l.ias, l'un druii, l’aulre 
ai“U ; <jue |>ar cOliséc|uciit il est obtus. 

Qiiuiit ù ce que l’aiiglc pluii d'un an^le spaciaire , niyii, on oblus, reste 
le nictuc , eu quelque point du l'aîte (pi'il ait son sommet ; Siipyiosons <pie 
i' ABD ( lig. 177), représente un angle spaciuiic obliijue : S d'uu point A de. 
son faite AU, l’on élève sur ce faîte, dans la i'atc l' Ali, ki perpendiculaire -\r ; 
et que du mèine point A , l’on élève sur .\li , dans la face D.Vli , la perpen- 
diculaire Aü; l’angle F.AD, sera l’angle plati de FAllD. El de même, si de 
‘ quelque autre point B, du faite de FABO, l’on élève lians la face F.AIi, la 
droite BE, pcrpcmliculuire sur AB; et du même point B, dans la face |i\B, 
la droite BC , perpendiculaire' sur- AB; l'angle EBC sera l'angle plan de l'angle 
spaciaire F Viil). 

Ainsi les jambes FA, AD de l’angle F.\D, étant parallèles une à une aux 
jambes EB, BC de l’angle FiBC n.* j8 ; ces deux ajigles FAD, EBC sont égaux 
ou complémcus l'un de l'autre à deux 'angles droits. Mais par ce qtii précède , 
tous les doux sont angles plans de l’angle spaciaire FABD; donc si FABD est 
aigu, ils sont tous les deux aigus; si F.\CD est oblit.s , ils sont totis le» deux 
obtus; donc ils sont de même nom; donc ils sont égaux; donc l’ani;le plan 
d’un anÿle spaciaire-quelcon<jiie est par tout le même; donc fnialciuciit , le 
ibéorèmc proposé est déiuoutré dans l'une et l'autre de ses parties. 

THÉORÈME X C 1 1 . 

n.* aS't. /.es angles spaciaircs sont entr’eux , comme leurs angles plans. 

_ r • Supposé que les droites AB, BD ( fig. 180 ) , .soient perpendiculaires au faîte 
• BC, de l’angle spaciaire ABCD , et que les droites EF, FH soient peiqieiidicu- 
lairesà FG faîlede l’angle spaciaire EFGll;l’angle .\BDsera l'angle plan d’ABCD; 
l’angle FiFIl , sera l’angle plan de EFG 11 ; par tonscqitciil, le ilicorème proposé 
, «era démontré , si l’on prouve que ABCD : EFGIl = ABD : EFIl. 

A cet elfet, on distingnora le cas où les angles spaciaircs ABCD, EFGlI .sont 
, ’ rommcnsurabics , du cas oit ils sont iiicommcnRurables : Dans le premier , si on 
, les divise par leur plus grande commune mesure , elle sera contenue dans ABCD 

I, un nombre entier de fuis, lequel soit m.'.EIIe sera contenue dans EFGH un 

un autre nombre entier de fois, lerpiel soit n. De plus, toutes ces communes 
•mesures auront le même angle plan. Mais l’angle plan d’un angle spaciaiie , est 
égal i la somme des angles jilans de ses parties; donc ABD est compose de ni 

, angles plan», tejs que EFH en conticiit «,■ donc les rapports ABCD^; F.FGII , 

ABD : EFG, [sont égaux à un Uoisièinç m ; n; donc ils sont égaux entr’eux. 
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Muiiilcnniit , aPui de promcr, fjiic ilans le cas où les angles spaciaircs sont ' 
lucnmniciisiirables, ils 11 c laisseiK pas J’èlro proportionnels à leurs angles plans; 
je démontrerai en général, ijiie lo>si|ue les tlicorcmes, de l’espèce Je celui dont 
il s’agit , sont vrais dans le cas de coiumeusurabilkc , ils le sont aussi dans le 
cas d’incomuieusuraliiliic. , 

THÉORÈME XCIII. 

^ii.üiipposé qu* A,B soient des quantités de même espèce, et qu’a, b soietit aussi 
des quantités do même espèce , mais que Pespèce des premières soit 
■différente de l’espèce des secondes : Si les rapports A B,a \ b sont égaux 
lorsqu’ A, B d’une part, et a, h d’autre part sont commensurables ; ils 
sont égaux aussi , lorsqu’ A , B d’une part, et a, b d’autre part, sont 
incommensurables. 

Nous avons déjà vu cette proposition se vérifier dans trois de ses cas parti- 
culiers : Le premier, dans lequel , après avoir prouve' que lorsqtte les angles 
au centre d’une part, et les arcs sur lesquels ils insistent d'autre part , sont 
coramensurabics, il y a eiitr’eux proportion; l’on a fait voir que, lors aussi qiu^ 
CCS angles et ces arcs sont incoiutnensurablcs, ils continuent d'ètre en propor- 
tion ; Le second, dans lequel, après avoir prouvé que, lorsque les secteurs 
d’un cercle d’une part , et les arcs de ces secteurs d’autre part , sont coni- 
niensurables, il y a entr’eux proportion; l’on a fait voir que, lorsque ces sec- 
teurs et ces arcs étoiciit iucoinniensuraldes , ils continiioicnt d'être eu pro- 
portion ; Le troisième enfin, dans lequel, apres avoir prouve que les rectangles 
<lc meme hauteur d’une part, et leurs bases d’autre part, étant commensura- 
blcs, il y avoit proportion des uns aux autres; on a fait voir, que lorsipte ces 
■ rectangles et leurs bases sont incommensurables, il*y a encore proiHulion des 
uns aux autres. 11 s’agit à présent de démontrer en général , que la proportion 
qui a lieu dans les cas de commensurabilité , a lieu aussi dans les cas d’incom- 
mensurabilité. . 

Tous CCS cas présentent d’une part deux quantités A , B de même .espèce, 
et de l’autre part , deux quantités a, b , de meme espèce aussi , mais autre 
pourtant que celle des premières. De pins, les quantités de l’esiiècc d’A et B , 
sont de nature , qu’elles peuvent convenir lors<|u’elles sont égales , et que lors- 
qu’elles sont égales et peuvent convenir , elles s’accompagnent toujours de 
. quantités de l’espèce d’a et A, qui sont égalés et jieuvcnt convenir. Ainsi pre- 
mièrement, les angles égaux peuvent convenir, et lorsqu’ils sont placés au 
centfe, les arcs sur lesquels ils<iasiatent, sont égaux, et peuvent convenir. Ainsi 
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sf condemenl , Jes secteurs ^gaiu peuvent conveuir, et les arcs de ceux qiù 
sont l'gnux , sont égaux et peuvent convenir. Ainsi troisièmement , les rectan- 
gles de même hauteur, qui sont égaux, peuvent convenir, et les hases de ceux 
qui sont e'gattx , sont égales et peuvent com cuir. Ainsi enfin , les angles spa- 
ciiiires égaux peuvent convenir, et les angles plans de ceux qvii sont égaux, sont 
égaux et peuvent convenir. 

De là il paroit en généiaf, que les quantités A , <t sont telles, que loi-squ’on 
partage A en wi parties égales, parla même, a est [lartagéc eu rn parties égales: 
et réciproquement, que lorsqu’on partage <i en in parties égales, par là meme, 
A est partagée en m parties égales. J’en dis antanl des quantités B , 6 , comparées 
l’une à l'autre , et de là je coucltis , que lorsvju’A cl ii sont commensurahles, 
O et £ le sont aussi, et que lursqu'A et B sont iiicommcnsurahles, a et b le 
sont aussi. J'ajoute que dansée second cas, si l’on mesure lu quaiitltc A par une 
de ses aliqiiutes D, il y a bien telle aliqiiote d de la quantité a , qui y est con- 
tcmie autant de fois que D l'est dans A, mais que D ne mesure pas B , qu’elle y 
laisse un reste et que d ne mesure pas b, qu’cllo y laisse un reste 

r<rf. 

Maintenant, afin de démontrer que la proportion A ; B = a : 6 ne peut être 
vraie dans le cas où les ipiantités A, B d’une part , et les quantités <i, 6 d’autre 
part, sont commensurahles , sans l’être dans le cas où ces quanlilcs sont incom- 
mcnsitrahlcs, je commence par observer , que si elle ne l'éteil pas, le rapport 
A : B scroit plus grand ou plus peth que le rapport a: b; que s’il étoit plus 
grand, on l’êgalcroit , eu ajoutant à son conséquent B, certaine quantité P; 
que s’il étoit plus petit, on l’égaleroit , en ajoutant à son antécédent A, certaine 
quantité Q; de sorte que la proportion A : B P = o : ù aiiroit lieu dans le 
premier cas, et la proportion A-t-Q : B = o : ù, dans le second. Or celle-ci 
pouvant SC mettre sous la forme B : A -|-Q = ^ : t>, est alors si semblable à la 
première , que lorsqu’on aura dcmoiitvc l'impossibllitc de l’une , l’impossibilité 
de l’autre se déinnutrcra de la même manière. 

Prenant donc en considération A:B-f-P = o:éi, je fais choix de D , aliquoie 
d’Â plus petite que P, et j’observe t." qu’à cette aliquoie D, répond telle ali- 
quoic d de la quanütc a , que A = mD , a = md : a." que B étant incommen- 
surable avec A, si l’on applique D sur B-f-P, B la contiendra un nombre entier 
de fuis avec un reste plus petit qu’elle; que par couséquent il faudra qu’elle 
empicite sur P, pour sc placer encore une fois, et mesurer alors sur B-l-P 
une grandeur B -(- V , commensurable avec A , et moyenne entre B et B H- P. 
Mais la quantité B est relative à la quantité b; donc la quantité B-+- V est relative 
à une quantité b+v plus grande que b et commensurable avec a; donc 
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B-i-V : A = 6-f-t';a 

«c par foppositloii A : Bh-P=<» '6 

donc en compos.nnt B-t- V : B-t-P = 6-(- »» : 6 . 

Conaëquence- fausse, puisqu’elle' met en égalité deux raisons telles, que 
l’antécédeut de la première est plus petit que son conséquent, tandis que 
l’antécédent de la seconde est plus grand que son conséquent. Lors donc que 
les quantités A , B , sont inceninicnsiirablcs , leur r.apport n’est pas plus grand 
que celui des quantités a et b. Mais la manière par laquelle on vient de 
démontrer qn’il n’est pas plus grand; est également propre à faire voir qti’il 
n’est pas plus petit ; donc , soit que les quaiililés A, B soient commensiDwltles,.. 
soit qu’elles soient iucomniensurablos , leur rapport est le même que celui' 
dos quuntilo's a et b. 

mraèC. Consétjuence i. Ce qui est vrai en général' de deux raisons A; B, a’.b,^ 
telles que nous les avons représentées, est vr:d en particulier de ces raisons^ 
lo4-s(pie les termes do la première sont des angles sp.vciaires; et que les termes 
delà seconde sont les angles plans do ces angles spaoiaires; donc, de ce que 
les anplea spaciairea commensurable* , sont en même rapport que' leurs 
angles plans f il suit' que les angles spaciaires incommensurables, sont en 
même rapport que leurs angles plans. 

^.•287. Conséquence'-2. Un angle spaciaire quelconque est d tout l’espace , comme 
son angle plan est à toute là quantité angulaire autour d'an point sur 
un plan: Car soit d’une part HIRL'(lig, iSS.)-, un angle spaeiairo'qiielcGnque, 
dont IlIL soit l’angle plan : soit d’autre part A'BGD, un angle spaciaire droit, 
duiit fuiigle plan ABD soit droit aussi ; il résulte de- la coincquertce précc.' 
dente, que HIRL ; ABCD=H 1 L-: ABD', proportion qui, eu raiiliipli.'uit ses 
conséquents ]>ar quatre prend la forme suitonie IllRL I ‘LABGDsHIL V 
4 .\BD, laquelle met sous les yeux la conséquence proposo'e. 

THÉORÈME XGIV. 

■ ■•a88. fn plan, perpendiculaire aux jhees d’un angle spaciaire,. coupe ees 
faces de manière que les sections forment l’angle plan de cet angle 
spaciaire. 

Supposé que le plan ABD (fig. i 85 ), soit perpendiculaire aux faces ABC, 
DEC de l’angle spaciaire. ABCD; réciproquement ocs faces sont perpendiculaires 
an plan ABD, et leur cnmraane section CB, est perpendiculaire au plau DBA' 
D.’ 98] ; d’oîi il suit «pi’ullé l’est aux droilca BD, BA, qui passent par son 
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nieJ dans ce plao; qne rccîpi oqueméiit ce* aroites sont pcipendiciilaîres à la 
coroimmc section CB; cl partant, qu’elles formenl ran^lo plan do l’angle q>a- 
ciüirc ABCr D» , ^ n A » T> V /> xT 

THEOREME XCV, 

m.'iHs. L’angU plan d’un angle spaciaire est dans un plan perpendiculaire au* 

faces de cet angle spaciaire. 

Le faite CB de l’angle spaciaire ABCD (fig, i83), étant perpcDdicnlaire ■ 
r,me Cl à l’antre jambe d’ABD, angle plan de ccl angle spaciaire, est perpen- 
diculaire au plan ABD; par conséquent les faces ABC, DBC , qui passent 
par ce faite sont aussi perpendiculaires au plan ABD, lequel par là mÔme est 
perpendiculaire à ces laces. 

TUÉORÉME XCVl. 

„ , Lorsqu’un plan est perpendiculaire A l’une des faces d’un angle spaciaire 
' ^ et qu’il passe par le milieu de cette face, il passe aussi par le milieu de 

l'autre face, et lai est perpendiculaire. 

Supposé que le plan ABD (G«. i85), soit perpendiculaire à la face ABC 
de l’an-le 'spaciaire ABCD, et qu’il passe parle milieu AB de celte face; le 
faîte BC d’ABCD, s’élevant dans le plan ABC, perpcnd.cidairen.cnt sur BA, 
commune secllon d’ABC et d’ABD, est perpcntllrulairc sur ABD, et par la 
même sur les droites B\, BD, qui passent par son pied dans ^bD; par con- 
séquent l’angle A BO est porpcndicidairc sur DBC, seconde lace dABCD, et 
passe par BD , milieu de cctle lace. 

T II É O II É M E XCV II. 

Lorsqu’un plan est perpendiculaire sur l’une des faces d’un angle spaciaire 
oblique, et qu’il passe par le milieu de l’autre Jace, il est perpendiculaire 
sur celle autre face, et passe par le milieu de la première. 

Supposé que le plan CEI (fig- i8<*), soit perpendiculaire «>r GDC l’une 
des faces de l’angle spaciaire oblique lCDG, et q.i’ll passe par le m.heu Fl 
de l’antre face lCD; .ses communes sections IF, H>, avec les laces e ang 
s|«ciaire lCDO formenl l’angle plan do cet angle spactatre : Car s. elles ne le 
formoient pas, FG ne scroit pas perpendiculaire sur CD. ce scroU quelqu autre 
droite FL; et le plan IFL , tout comme le plan IFG, seroU perpemUculatre 
sur GCD; de sorte que du point I , fbatssanl dans le P‘“« ^ 

•• diculaire sur FG; et du même point I. oltaissant dans le plan “L, IL per- 

pendiculsire sttr FL; ees perpendiculaires IV , IL, seco.ent Routes le» deux 
- LpendicnJaircs au plan GCD, ce qui est impossible. U est donc imposable 

.. L FG, commune section d«pl«ixGFi. GCD, ne so.t pe|^dtçula.ro 

L CD; donc IFG est l’angle plan de l’angle spaciaire lCDG; donc le plan 
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IFG qui par supposiiion tombe perpeuJicuJairemeni sar la face GDC^ cl pafse 
par le milieu IF tic CID, seconde face d’ICDG, est pcrpeudiciilaire aur celle 
• seconde face, el passe parle milieu do l;i prennére. 

n.’aga. Remarque. Dans le cas _où l’angle spaciaii c lCDG , au licit d’être «Filltpic, 
scroit droit; la droite Fl passnnl par le milieu de sa face lCD, scis)it pci-- 
pendiculaire sur le faîlc tT) , et par là-mênic sur la face GCD n.* 27^!. Dans 
ce second cas donc, si l'on sup|M>soll qu’un plan IFL , fût pcrpcndicidai! c sur 
i - la face GCD , et passât par le milieu FI de l’atitrc face ICD ; ce plan IFLt 
ne serait assujetti, ni « passer par le milieu FG de ta face GCD ^ni à être 
perpendiculaire sur la face ICD; il pourroll , en tournant amour de Fl, 
couper la face GCD selon toutes sortes de directions FL , FG, etc. et premlte 
sur lCD toutes sortes d’inclinaisons. Cette tUFTerence entre le cas (ni Failgle 
spaciaire est oblitpic , cl le cas oit il est droit viei« ,, de ce que , dans le pre- 
mier cas , deux perpendiculaires , IP, IL , tombent sur la face GCD , au lieu 
que dans le second , ces deux perpciidiculaii es se réunissent en une IF ; tpic 
' par conséquent, leur réunion fait disparoitre l’absurdiie' rjiii re'sidleit de leur 
désunion. 

T H É O R É M E XCVIIL 

Si d’un point en dedans des faces d’un angle spaciaire, on en dedans des 
, faces de son opjyosé par le faite , on abaisse des perpendiculaires sur les 

plans de ces faces; l’angle formi par ces perpendiculaires f est égal iT 
. f angle de suite de l’angle plan de cet angle spaciaire: mais si d un 

point, hors des faces d’un angle spaciaire et des faces de son opjjosé 
par le faite , on abaisse des perpendiculaires sur les plans de ces faces ; 

. ’ ' l’angle formé par ces perpendiculaires est égal à f angle plan de cet angle 
spaciaire. ' 

DBAP (fig. i 85 ) est un angle spaciaire , S est un point en dedans de ses 
faces, et SD,.SF som des perpendiculaires aliaissées de ce point, la pre- 
mière, sur la face DB.\, la seconde, sur la face FBA, de sorte que le plan SDF 
est perpendictdaire aux deux faces de f angle DB.AF, et que CD, CF , ses 
coininiiucs sections a\ec elles , forment avec SD , SF, un quadrilatère SDCF, 
dont l’augic DCF est l’angle plan de l’angle spaciaire DB.IF, n.* 228, tandis 
que ses deux autres angles D, F soûl droits’; que par conséipient son angle 
S est complément à deux droits de DCF. Mais lorsrpie le point S, au lieu 
d’èlrc en dedans des faces de DBAF , est en dedans des faces (ie son opposé 
. parle faite';' une démonstration paieille à e«;l!e qu’oii' vient de proposer, fait 

/ I ■voir, que Fangle formé par les perpendicujaires abaissées de ce point sur le» • 

V ptolqngcmeueldes fiçce DB.fV, FBA, est égal à i'anglo do suite de l’angle plan ! 


Digitized by Google 


17^ GÉOMÉTRIi: ÉLÉMEKTAIRE. 

de l’dngle opposé par le faite à DBAF ; que par conséqueut, U . est égal à l'angle 
de suite de l’angle plan de DBAF-même. 

Lors au eontraii e que le point S n’est , ni en dedans des faoes de l’angle 
spaciaire DBAF , ni eu dedans des faces de sou opposé par le faite ; comme 
il est alors dans l’un ou l’auti^ des angles de suite de DBAF , dans DBAG par 
exemple; les perpendiculaires qui en sont aliuissées sur les faces deDBAG, 
formant un angle égal à l’angle de suite de l’angle plan de DBAG , forment par 
là-mêiue un angle égal à l’ongle plan de l’angle spauiaire DBAF, et le théorème 
se trouve vrai dons sa secuiide comme dans sa première partie. 

THÉORÈME XCIX. 

n*a9't-/>eujt plan» paraTliUa »ont également inclinéê sur un troisième , et il est 
impossible que deux plans inégalement inclinés sur un troisième soient 
parallèles, 

ABU , DCl ( Cg. i84') , sont deux plans parallèles , conpés par un troisième 
AGF ; de plus FEH est l’angle plan de l’angle spaciaire IIBAF ; de sorte qu’il 
coupe le )>lan DGI , par une droite FI , parallèle à EH , et .que le plan ABC 
coupe les plans ABU , DCI par des droites AB, CD parallèles entr!ellesai ^ a68. 
Mais BA est perpendictJaite au plan HEF on HEG; donc CD , parallèle à BA, 
est aussi perpendiculaire à ce plan; donc CD fait des angles droits sur FI et 
sur FG , qtii passent par un de ses points F , dans le plan IFG , donc IPG 
«St l’angle plan de l’angle spaciaire lCDG; donc 1F,HE étant parallèles , les 
angles IFG , UIÙF, qu’elles font de même part sur EG sont égaux. Ces angles 
sout les angles plans des angles spaciaires ICDG, HBAF ; donc deux plans 
jtarallèles lCD, HBA, sont également inclinés sur un troisième ABF; donc 
deux plans inégalement inclinés sur un troisième , ne peuvent être parallèles., 
puisque s’ils Fétoient , ils seroient également inclinés sur. ce troisième.' 

' . T H É Ô .,ll É M E C. 

n"^S /)eux plans également inclinés sur un troisième sont parallèles', quand 
leurs angles de même part sur ce plan sont égaux, et que leurs communes 
sections avec ce plati-méine sont parallèles j mais à défaut de l’une ou 
t autre de ces circonstances , ces pians ne sont plus parallèles. 

Siippo.sc que H AB , ICD soient deux plans , qui fassent de même part , sur 
un troisième ABF, des angles spaciaires égaux HABF=1CDG, et qu’AB, 
CD, communes sections d^s plans HAB| lCD , avec le plan s ABF , soient 
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soient parallèles ; si dans le plan FI \B l’on clèsc AIT |■■e^pcnlliculaiIe sur AB, 
et clans le plan ABF , EF perpendiculaire sur AB ; HEF , angle plan de l’angle 
spaciaire IIABF , est perpendiculaire sur ses Tares, cl sa janilio EF, pcrpeij- 
dic daire sur AB , l’est aussi sur CD, paiallèlc à AB. Ce plan FIEF csl donc 
perpendiculaire sur GCD, l’une des faces d’FCDG , et passe par le milieu FG 
•de celle Face J il passe donc par le milieu Fl d’ICD, secon le face d’ICDG, et 
Tangte IFG est l’angle plan d’ICDG, qui est égal par supposition à IIABF; 
il s’ensuit -que IFG est égal à HEF ; que par conséquent la ligue Fl est painl- 
lèle à la ligne EH n.° 27. 

Ainsi donc les angles FIEF-, IFG élant sur le même plan HEG, lequel est 
per|ieudlculaire aun plans HBA, ICD; si d’un point G de ce plan HEG, l’on 
aliaisse une perpendiculaire GK sur Fl, et qu’on la prolonge jusqu’à un point 
H, d’EH; elle sera perpendiculaire sur EH , comme sur Fl , et par là-méme, 
loinliera perpendiculairement sur les plans ICD, HAB n.* 5278 , lesquels par 
par conséquent sont parallèles. 

Mais supposé cpie les inclinaisons des plans'H.AB , ICD sur le lioisièmc AFB, 
continuant d’èlre égales^ leurs sections AB , CD cessent d’èire parallèles; leur 
rencontre entraîne celle des plans sur le-.qiiels elles sont tracées; et suppose 
que ces sections demeurant parallèles, les angles HEG, IFG ne .soient plus 
de même part, qu’ils soient vis-à-vis l'iin de rature; ce sera entre les angles 
HEF , IFE qu’il y aura égalité, tous les deus seront aigus ou obtus ; par enm é- 
quent les droites EH, FI se rencontreront n.“ «7, et avec elles les plans HAB, 
3 CD ; de sorte que finalement , le théorème proposé est démontré dans sa 
seconde , comme dans sa première partie. 

THÉORÈME CI. 

Lorsque dtux plans d’une part, sont parallèles un-A-un à deux plans 
d’autre part, l’angle formé par les premiers, est égal à l^ angle formé 
par les seconds, ou à son complément à deux angles droits. 

'Si den» plans V, Z (fig. 177), sont parallèles un-i-un à deux autres plans 
X, T ; l’angle spaciaire MGUK est égal à l’angle spaciaire F.iTD, ou à son 
complément à deux angles droits. 

En elTet , les faites de ces deux angles-spaciaires étant parallèles n.* a6q ; n |<ar 
^ point G l’on fait passer lui plan MGK., perpendiculaire à GH , ce plan sera 
aussi perpendiculaire à AB; il le .sera de même aux faces des angles MG 1 !K,FABD; 
do sorte qne les angles MGK, F, AD seront les angles plans ^ ces angles spa- 
oiaires. Mais les jambes ÂF, AD de FAD, sont parallèles une-à-une aux jambes 
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GM,GK <lc MGK; donc FAD=MGK, dune FABD=MGIIK. Remarques 
ccpcnd.int que , si on prolonge la face FAB en BAP; les faces de l’angle spa- 
ciaiic CBAP, sont parallèles unc-à-une aux faces de l’angfc spaciaire MGHK, 
et (|iie CBAP, coinplèment à deux droits de FABD, est aussi coiuplcnicut à 
deux droits de MGHK; tpic par consé(|iicnt, Lorsifue deux plans d’une part, 
sont parallèles nn~à-im à deux plans d’autre part , l’angle formé par les 
premiers, est égal à l’angle formé par les seconds, ou à son complément d 
deux angles droits, ' 

PROBLÈME XL VII. 

une droite donnée sur un plan donné, faire passer un second plan, 
qui ail sur le premier une inclinaisoa donnée ? 

ABC (fig. 186) est le plan snr lequel se trouve CD, droite par laquelle il 
faut faire passer un second plan, incliné sur ABC de la quantité donnée K. 

A cet cITct, d’un point P, de la droite CD, je lui élève dans le plan ABC 
la pcrpciKliculaire PL; tlu même point P, |’clèvc sur le plan ABC la perpen- 
dicidaire PS; eufin , ihiiis le plan SPL, je donne à PZ, sur PL, l’inclinaison K, 
cl le plan ZCD, est incliné an plan ABC de la qnantllc K. 

I.a preuve en est, que la droite DP, étant perpendiculaire à deux droites 
PS, PL, cpii passent par son pied dans le phn SPL , est perpendiculaire à Pi?, 
<pii passe aussi par son pied dans ce plan; que par conséquent l’angle ZPL est 
l’angle plan de l’angle spaciaire ZCDL, vu que ses jambes ZP,PL, respecli-, 
vcmciit tracccs sur les faces ZCD , CLD de ZCDL, font sur son faîte CD des 
angles droits. Mais ZPL a clé fait égal à K; donc le plan ZCD a sur le plan 
ABC l’inclinaison demandée K , et passe par la ditrite donnée CD. 
a.’agS. Remarque. L’opération par laquelle on vient de satisfaire au problème pré- 
cédent, faite d’un côté de 1a droite CD, auroil pu se faire aussi 'du côté 
opposé; par conséquent, ce problème a deux solutions : Cesl-à-dire que, 
Par une droite donnée , sur un plan donné, l’ois peut faire passer deux 
plans , qui aient une inclinaison donnée sur le plan donné. 

PROBLÈME XL V 1 1 1. 

X.* ogq. Par une droite donnée hors d’un plan donné , faire passer un plan, qui 
ait sur te plan donné une inclinaison donnée? '• 

Ce problème présente deux cas; Le premier, dans lequel la droite donnée 
xencoutre le plan donne; Le second, dans lequel elle ne le renconUe pas. 
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Soit donc preniièreincul ( lig. 187), BA droite donnc'e, qui rencomrc on 
B un plan donne BMP, et suppose qu’il faille faire passer par celle droite iin 
plan, qui s'incline rur BAIP de la quantité spaciaire KRST, dont l’angle plan 
est KVT : D'un point A de la ligue BA , j’abaisse AP, perpendiculaire sur 
BMP, et du même point A , j'abairre sur le plan BMP une oblique AM, qui 
s’incline sur lui do la quantité AMr=-K\T; je dceiis ensuite du point P comme 
centre, asec PM coninic layon le cercle MML, dont la circonférence passe 
par tous les points du plan BMP, auxquels tirant du point A des lignes droites 
elles font sur ce plan-nicme dos angles égaux à l’angle KVT; enfin du point B, 
je mène au cercle MML les tangentes BM, BL; et les plans ABM, AfiL s’in- 
clinent sur BMP, de la quaiililc' rcijuisc KRST. 

Eu cITel , le rayon PM étant perpendiculaire à la tangente BM, et la droite 
AP tombant pcrpendlculalromciit sur le plaît BMP; le plan APM est perpon- 
diciiluire sur BMP, l’une des faces de l’angle spaciaire ABMP, cl passe par. 
le milieu PM de celte face; par conséipicnt, il passe par le milieu MA de 
l’autre face ABM, et AAIP est l’angle plan d’AB.MP. Mais par coiistriiciion 
AMP est égal à KVT; donc le plan ABM passe par AB, cl fait, sur le plan 
donné BPM, l’angle requis KVT. 

Celle démonstration est applicable an plan ABL, tout comme au plan ABM; 
par conséquent, le premier cas du proLlonic propose a deux solutions, qui 
se réduisent pourtant à une, quand le cercle MXL se réduit à uu point; at- 
tendu qii’alors, les tangentes BM, BL coïncidant avec BP, n'en font plus 
qu’une. Dans cette clrconslaoco , les plans ABM, ABL cuTneident avec le plan 
ABP, ce qui arrive lorsque l’angle requis KVT, est un angle droit. 

Par rapport au cas où la droite donnée BA (fig, 188), ne rencontre pas le 
plan donné MPN : D’un point quelconque A de cette droite, j’al laisse AP, 
perpendiculaire sur MPN; je fais passer par AB, AP mi pl.-ui BAP, dont la 
commune section PQ avec le plan MPN; est parallèle à B.V, vu que si elle 
ne l’étoit pas, BA rencontrerait le plan MPN; du point A, je tire au plan 
MPN, une oblique AL, qmluisoit inclinée de la quantité ALP=K\ T( fig. 187); 
je décris du point P comme centre, avec PL comme rayon, le cercle I.JK); 
j’élève enfin sur PQ la perpendiculaire PM, et le plan ABM, est incliné au 
plan MPN, de la quantité requise KVT. 

La preuve en est que MN, tangente au point M du eercle LMQ, est paral- 
lèle à PQ , puisque , comme PQ , elle est perpendiculaire au rayon PM ; par 
conséquent, PQ étant parallèle à AB; MN l’est aussi, et partant AB, MN , 
comme parallèles, sont dans le même plan AMN. Mais le plan APM est per- 
^ pe ndic ulairç au plan FMN ct passe par son milieu AM; donc AMP=K\T est 
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Fangle plan de l’angle spaciaire AMNP; donc le plan A.MN, autrement dit, le 
plan BAM , s’incline sur le plan donne MPN , de la rjiiantité reijuise , et'passe 
par AB ligne dounc'e. 
n*.3oo. Ce second cas du problème propose, a comme le premier, deux solutioas: 
Car celle qui résulte de MN , langcnie à l’cxtreniitc de PM, rayon perpen- 
diculaire sur PQ, résnlleroit également de KB , tangente à l’cxtrcmitë de PK, 
rayon pcrjienduudaire sur PQ. De plus, ces deux suintions sc réduisent à une, 
quand le cercle LMQ sc réduit i un |H>int; ce <pii arrite, lorsqu’il s’agit de 
faire [lasscr par AB un plan pcvpcndiculaii'e à MPN. 

THÉORÈME eu. 

n.* Soi. 27,. tmif Ifs plfini qui te coupent par la mtme oblique à un plan donné, 
t.* celui qui passe par la ligne des plus grand et plus petit angles que 
l’oblique fasse sur ce plan, est perpendiculaire à ce plan-mfme ; a.* Ces 
plans sont également inclinés au plan donné , quand ils passent par 
des lignes également inclinées à la ligne des plus grand et plus petit 
angles : 5 .* Ils font des angles aigus sur le plan donné , du côté où ils 
laissent la ligne du plus petit angle ; ils en font d'obtus, du côté où ils 
laissent la ligne du plus grand angle : 4 .' Ils font des angles d’autant 
plus petits sur le plan donné, que les lignes, par lesquelles ils passent 
sur ce p’an , font de plus grands angles aigus avec la ligne du plus 
petit angle; et celui qui passe par la perpendiculaire à cette ligne, fait 
le plus petit angle sur le plan donné: 5 .“ enfin, il n’est aucun angle, 
moyen entre ce plus petit angle et l’angle droit, que quelqu’un des plans 
qui passent par Poblique , ne fasse sur le plan donné. 

Soit SO, tine oblique au plan ABC (Gg. 189) : Si d’nn de ses points tS, 
on abaisse SP, perpendiculaire sur ABC, et que du pied de cette per|'endi- 
f-iilairc , ou tire par le pied de l’oblique une ligne PO, qm se prolonge en B; 
la ligne PB sera celle des plus grand et plus petit angles de SO sur ABC, 
par consécpicnt et en premier lieu, le plan qui passe par SO et par PB, est 
perpendiculaire au plan ABC. 

Ln second lieu si, apres avoir tiré par le point O la ligne AC, perpendi- 
culaire sur PB; du milieu M de PO, comme centre, avec MO comme ravon, 
l’on décrit le cercle OGP et qu’on donne à OE , OF la même iuclinaisou sur 
OP; l'on est acheminé i prouver, que les plans SOE, SOF, sont égaleiiicut 
inclines sur ABC : Car tirant du point P les droites PE , PF ; les angles PEO, 
PFO, qui sc forment dans le demi-c^ole, sont droits; par conséquent 1 « plan 
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SPE esl pcrp^l*^;IicMI.•ljl^ sur la ftioc OEI’ de riinyle spnciaiic Sf)EP, el p.i«'C 
par le rnilieii de celle face ; d’oii il rcsidle, tpi’il passe par le milieu de l’uiilie 
face OES, et lui est perjiendlcidairc ; ensorie ipie l’angle SEP est l’angle plan 
de SOEP. El de même, le plan SPF, est puipendicidalrc sur la face Ol’P , 
de l’aiigife sjsaciairc S()EP , et passe par son milieu PF; donc il passe: par le 
milieu SF de son aiilrc face SOF, cl lui est perpendiculaire; d<mc SFP est 
l’angle plan de SOFP. Mois Je» Irianglcs SEP, SFP peuvent convenir, par deux 
coKis SP, PE; SP, PF, rcspcctlvemeiil égaux, et un angledroil comprb eiili e 
CCS cûlés; donc les angles SEP, SFP sont égaux; donc les plans SüE, SC)F 
sont également inclinés sur le plan ABC; donc la seconde partie du tlicoièoie 
proposé est démoulrc'c; je dirai même fa troisième, attendu que les angles 
SEP, SEP étant aigus; les plans SOE, SOF font sur ABC des angles aigus 
du côté où ils laissent OP, ligue du jiliis [>ctit angle, et des angles olilus^ 
du côté où Us laissent OB, ligne dn pliis grand angle. 

Otiaul à la qualiiéiuc, satoir, que le plan SOG , luit sur ABC un plus petit 
angle que le plan SOE ; l’un oùsorvcra d’ultord, que les raisons qu’on a dkinnécs 
de ce que SEP ctoil l’àiigle plan de l’angle spaciaiie SOEP, sont égaJcnicul 
propres à promer, qno SGP est l’angle plan de l’angle spaciaiie SOG P ; L’on 
ol)ser%era ensuite, qno Sf«P appartient au triangle rectangle SPG , couinic SEP 
appunienl an triangle rcclnnglc SPE; qne de plus, autour de leur angle droit 
P, ces tiiîiiiglcs ont un côté eommun SP, cl que PG, second côté de- SI G , 
autour de P, est plüs grand que PE, second côté do SPE, autour de P; que 
par eonscqitciit , l'angfc SGP est plus petit que Panglê SEP; et partant, que 
le plan SOG fait surTo pl.an ABC tin plus petit auglo que le plan SOE. -Mais de 

tous les angles SEP, SGP SOP , le jJiis petit sans don\c est SOP, mi 

qu’il a le [dus grand txité PO, aiHonr dé l’angle P; donc lo plan SOC , est celui 
de tous les plans <|ui se coupent par SO , qui fait sur ABC le plus petit angle. 

Par rapport à la cinquième et dornici c partie du tlicerèmc proposé : il suit 
de CO qui a'été dilg que quelque ligue SH-, qu’oii tire du point S à lu ligue PO, 
l’angle SllP roprêsetitc l'inclinaison sur ABC, de quelqu’un des plans qui se 
coupent par SO ; tpie SH P est l’inclinaison de SOG sur ABC, lorsque PIlc=FG; 
que par conséquent, il n’est aucun angle mot en, cotre l’angle droit SFO et 
l’ungio aigu SOP, que quelqu’un des plans qui se coupent par SO n« fasse 
sur ABC; et partant, que le théorème proposé est vrai dans loiiles scs parties. 

D>‘Jinitionx. Si d’au pointS(fig. igo), Itors du plan d’ABCÜE, poKgono 
qnelcuuipie de la première classe , on tire des droites SA, SB, SC, etc. aux 
srjmmets de tous les anglo.s de ce polygone ; elles forment le unes avec les 
autres, autour dupoiul S, divers angles-plans, eolre lesquels, ceux-là seuls qui 
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ent pour ]>ase un des côtés du polygone, concourent à fo cm er l’objet anqptel oa 
a donné le nom d'. 4 nf’le solide. Tout polygone , qui peut être considère comme 
ayant seni à la construciion d’un angle solide, en est la base: le point, duquel 
des droites tirées aux sommets des angles de celte base Qiit achevé la conslriic- 
■tion de l’angle solide , en est le sommet : les angles plans qtii terminent l’angle 
solide, en sont les faces ; et les jambes de ces angles, sont les c 6 lès de l'angle 
solide : ainsi par exemple, l’angle solide SAJICDE a pour base le polygone 
ABCDE; il a pour sommet le point S; il a pour faces les angles ASB, BSC, 
CSD , DS£, ESAjil a enfin pour côtes les dioiies SA, SB, SC, SD, S£. 

T U É O a É M E CIIL 

•n.* Joa.Dea* quelconques des faces d’un angle solide à trois faces sont plus grandes 

que la troisième. 

De la plus grande face ASB , de l’angle solide A trois faces SABC (fig. 191 ), 
retranchez l’ongle ASD = ASCj le reste DSB , sera plus petit que la troisième 
face CSB. 

En eiïet si, après avoir donné une base AB à Tangle ASB, vous faites SC=SD, 
et que, par les points A, B, C, vous fassiez passer un plan ABC; les triangles 
ASC, ASD pourront convenir, par deux côtés respectivement égaux et l’augle 
compris égal à l’angle compris : de plus les triangles CSB, DSB auront deux 
côtés égaux un à im. Mais les côtés AC , CB du triangle ACB sont plus grands 
.que le troisième AB; doneCB^DB; donc l’angle CSB est plus grand que 
l’angle DSB; donc ASC, CSB, deux faces mineures de SABC, sont plus grandes 
que la majeure ASB. ^ 

n.*3o.I. Conséquence. La somme des faces d’un angle solide quelconque , est plus 
petite que quatre angles droits. 

L’angle solide S.ABCDE(fig. 190), a pour liose A6CDC, polvgone auquel 
nous sii|>poserons n côtés; les triangles ASB, BSC, CSD, etc., tjui ont leur 
sommet en S, et qui reposent sur les côtés d’ABÇDE,. sont donc en nom- 
lire n ; leurs angles au sommet sont aussi en nombre n, et leurs angles A la 
base, en nombee an. La somme des angles des triangles est égale à an angles 
droits. La somme des ongles du polygone est égale à an — 4 angles droits. On 
compte snr la base du polygone n angles solides A trois faces; de ces faeesdeux 
sont des angles à la base des tnaugics, la troisième est un angle du polygone; 
les deux premières sont |ilus grandes que la troisième; par conséquent, la^omme 
des angles A la b.-ise des triangles, est plus grande que an — 4 angles droits. 
Cependant, la sumoie des aogics à la base, jointe à la somme des angles au 
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sommet tics triangles ne fuit que 2/i angles ilroits; donc la somme des ang'cs 
au sommet est plus petite que quatre angles droits j doue eu ge'neVal , ha 
somme des faces d’un angle solide quelconque , esi plus petite que qitaliv 
angles droits.- 

T n É O R É M E CI V. 

"Zoi.En tout angle solide à trois faces, les faces égales sont opposées a des 
angles spaciain-s égaux; les faces inégales sont opposées ti des angles 
spaciaires inégaux ; et celles qui sont plus grandes sont opposées à de 
plus grands angles spaciaires. 

Soit SO (fig. 192), un des côtés d’un angle solide à trois faces, et ABC 
le plan sur lequel sont couclie's ses deux autres côtés : Si d’un point S de SO , 
l’on abaisse SB, perpendiculaire sur ABC; la droite PB, lire'e du point P, par 
le point O , sera la ligne des plus grand et plus petit angles de SO sur ABC; 
et si Ton tire sur ce plan, par le point O, la droite CA , perpendiculaire sur 
PB; il sera partage' en quatre parties égales; do sorte t|u’il |out arriter, que 
les côtés de l’angle solide, qui sont sur le plau ABC, se trouvent ensemble 
dans l’un des tpiaire angles droits autour du point O; qu’il peut arriver aussi, v 
que l'un soit dans un de ces angles, et l’autre dans un autre; que par ceosc- 
quent , il l'a lit distinguer ces cas les uns des autres. 

C’est pourquoi afin île n'en point omettre, je commence par supposer, que 
les deux côtés, dont il s’agit, tombent ensemble dans l’angle AOD , et je vois 
d’abord, que ce cas est semblable à celui où ils tombent ensemble dans l’an- 
gle COD ; attendu qu’à la dilfcronce près de la droite à la gauche, ces angles 
sont placés de même par rapport à SO. J’eu dis aulaut des cas où les côtés 
siisilils tomliont ensemble , soit dans l’angle AOB, soit dans l’angle BCC; ces 
deux cas sont les mêmes, à la différence près de la droite à la gauche; par 
conséquent, les quatre cas susmentionnés se réduisent à deux : celui où les 
côtés iiicertaius tombent dans l’angle AOD, et celui où ils tombent dans l’an- 
gle AOB. 

Quant aux cas où les côte's incertains tombent dans deux angles cULSiérens 
Supposé d’abord, qu’uu de ces côtés tombe dans l’angle AOD; le second 
pourra tomber dans l’un des trois autres : Supposé ensuite, que l’un tombe 
dans l’angle COD ; le second pourra tomber dans l’un des trois autres. Mais 
ces trois derniers cas, sont semblables uu-à-un aux trois précédées; donc les 
six se réduisent à trois, savoir, un des côtés incertains dans AOD; l’autre, 
dans AOB ou dans BOC on dans COD. Un quatrième cas de cette espèce s’offre 
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encore : C’est celui dans letiucl tin des côtes incertains tombe dans BOA, et 
l’atitrc <laus liOC ; cnjortc que tous les eus du tliéorème proposé sont au nom- 
. bru de six. Considérons chacun à part. 

Premier cas. Les deux côtes iuceruius OK, OF, tombent ensemble dans 
l’angle AOD; de sorte qu’avec OS, Us forment l’angle solide OSEF. Or la 
Taoe SOF, est plus grande que la face SOE, et l’angle spaciaire SOEF, op- 
pose' à SOF, est obtus; l’angle spaciaire SOFE, opposé à SOE, est aîgu;donc 
le plus grand angle spuciaûe est opposé à I.a plus grande facci. 

Second cas. Les deux côtés incertains 00, OU tombent dans l'angle AOB, 
et forment avec OS, l’angle soli<le OSGH. Or la face SOH , est plus grande 
que la face SOG, et l’angle spaciaire SOGH, opposé à SOH, est obtus; l’an- 
gle spaeiaire SOllG, opposé à SOG, est aigu; donc le plus grand angle spa- 
ciairc est opposé à la plus grande face. 

Troisième cas. L’un des côtés incertains OF, tombe dans l’angle AOD, 
l’antre OG, tondie dans l’angle AOB; de sorte qu’avec OS, il forme l’angle 
solide OSFG. Or la face SOG est plus grande que la face SOF, et SOGF, 
angle spaciaire opposé à SOF est aigu ; SOFG augle spaciaire opposé à SOG est 
obltLS ; donc le [dus grand angle spaciaire est o|iposé à la plus grande face. 

Quatrième x:as. L’itn des côtés incertains OF, tombe dtuis l’angle AOD; 
celui t(ui doit tomber dans l’angle BOC, peut se jdaccr de part ou d’autre dOI, 
prolongement d’OF , c’est-à-dire , en OK ou eu OL , ce <|ui de ce cas en fait 
deux : Le premier, au([ucl se rapporte l’angle solide OSFK : Le second , au- 
quel se rapporte l'angle solide OSFL. Quant au premier OSFK; la face 
SOK est plus grande que la face SOF, et l’angle spac’iuirc aigu SOKF, opposé 
à SOF, est [dus petit que l’angle spaciaire aigu SOFK, op[iosc à SOK, parce 
qu’OK fait sur (Xi un angle plus petit que celui qu’Of fait sur OA ; dans ce 

cas donc , le (dus grand angle spaciaire est opposé à la plus grande face. 

Qu.uit au second cas, celui de l’angle solide OSFL; la face SOL est plus 
grande que la face SOF , et l’angle spaciaire obtus SOFL, opposé à SOI., est 
plus gland que SOLF, angle spaciaire obtus, opposé à SOF; vu qu’OL fait 
sur (Xi un angle [dus grand que celui qu’OF fait sur OA r en Ce cas donc, 
comme ilans le (iremier , le [dus grand angle spaciaii c est opposé à la plus 
grande face. 

Cinquième cas. OE, l’un des côtés ilicertains , tondre dans l’angle AOD; 
le .second côté incertain, 0\i ou ON, toiidie dans l'angle COD. Or dans la 
silnalion OM, il fait sur OD un plus grand angle qu’OE ; dans la sîttiatioa 
ON, il fait sur OD tm angle égal à celui que fait OE. Ce cas se subdivise 
„ donc deux : celui d’OSEM angle sobde, et celui d’OSEN, autre angle so- 
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liJe. Par rappon au premier , la face SOM osl plus grande que la face SOE , 
•et l’angle spaciaire aigu SOEAl , oppose à SOM , est plus grand que l’angle 
apaciaire aigu SOME opposé à SOE; donc le plus graud angle s|»aciaite, est 
op|>ose à la plus grande face. QusjR au c:is d’OSEN j les faces SOE, SON 
cUul égales, les angles- EjNtciuires qui leur sont O|iposés sont égaux j de sorte 
que les faces égales sont opposées ù des angles spacialrcs égaux. 

Sixième cas. OU, l’iiu des côtes incertains de l’augle solide, lomlm dans 
l’angle AOB, et OK ou OL, secoud côté iiieciuiu , tombe dans l’angle BOC; 
mais, dans la situation OL , il fart sur OB un plus petit angle qu’OH ; dans 
la situation OK, il fait sur OB un angle égal à celui que fait OH. Ce sixième 
cas SC subdivise donc en deux : Celui de l’angle solide OSIIL, et celui de 
l’angle solide OSIiK. Quant au premier, la face SOL est plus grande que la 
face SOH , et l’angle spaciaire obtus SOIIL, opposé à SOL, est plus grand 
4]ue l’angle spaciaire obtus SOLll, opposé à SOH; de sorte que le pins grand 
angle spaciaire est op|K>sé à la plus grande face. Quant au cas d’OSllK angle 
solide; les deux faces SOH, SOK sont égales, et les angles spaciaircs qui leur 
sont opposés, sont égaux. 

L’ii septième et dciuicr cas se présente encore : C’est celui où SO, c<*>té 
certain de l’angle solide à trois faces, est perpendiculaire au plan des deux 
côtés incertains. Si ces deux côtés OC, OD font l’un sur l’autre un angle droit; 
les trois faces de l’angle solide OSCD sont droites , et les angles qui leur sont 
opposés sont droits : Si les côtés Incertains OC,OM, font l’un sur l’autre un 
angle aigu ; cet angle est à la fois , troiâénie face de l’angle solide OSCM , et' 
angle plan de l'angle spaciaire opposé à cette face , lequel par conséquent est 
aigu, pendant que les angles spaciaires qui sont op|>osés aux faces droites sont 
droits : si enfin les deux côtés OC, 0£ sur le plan ABC, font l’cn sur rauire 
un angle obtus; eet angle est à la fois, troisième face <le l’angle solide OSCE, 
ot angle plan de l’angle spaciaire opposé à celte face , lequel par comcrpient 
.est obtus, pendant que ceux qui sont opposés aux faces droites sont droits. 
D’où il résulte finalement que. Dans tous les angles solides à trot» faces , 
, __ ^ fae*» plu» grande» sont opposées à de plus grands angle» spaciaires , 

et U» face* igaU», d de/t angle» spaciaire* égaux, 
r.*3o5. Conséquenoe, Réciproqaenient, En tout angle solide d trois faces, les 
angles spaciaires plu» grand* sont tqjposé» d déplu» grande» face » , ei les 
angle» tpacimire» égaux eont opposés à de» face» égale» : Car premièrement, 
si un angle spaciaire plus grand , n’éloit pas opposé à une plus grant]^ f®*'® » 
une face égale on plus petite seroit opposée à uu.plus grand angle spaciaire; 

. » Coniradicioirement i ce qui a été démontré , , que des fac^ plus grandes, 

•‘V ■ - ■'‘si . 
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sont opposées à de plus grands angles spaeiuircs r Secondement, si des angles 
spaciali es cgatis , ëloient opposes à des faces iiM-g:dcs , il seroit faux que de 
deux faces plus grandes l’une que l'autre , la plus grande fût opposée à un 
plus grand angle spaciaire. Il est cortaru, par conséquent que , Dans toits les 
angles spaciaires ri trois faces, les angles spaciaires plus grands, sont 
opposés à de plus grandes faces j. les angles spaciaires égaux, sont op- 
posés à des faces égales, 

TUÉORÉMI: CV, 

îoS.En tout angle solide à trois faces égales , tes angles spaciaires sont de 
même nom que les faces : Droits , si elles sont droites : Aigus , si elles 
sont aigues ; Obtus, si elles sont obtuses, 

Preuiièrcnicnl , lorsque SO ( fig. 19 s), est perpeudioulairc aux lignes OB, 
OC , qui se coupent à angle droit sur le plan BOC , les trois faces de l’angle 
solide OSBC sont droites , et la face SOC jtassanl par OS perpendiculaire au 
plan BOC, fait sur ce plan un angle spaciaire droit SOCB. Mais les angles spa- 
ciaircs d'iui angle solide -à trou faces égalés sont égaux; donc ils sont droits 
quand ces faces sont droites. 

Sccoiidcracm , lorsque SOP cst Ic plus petit des angles que l’oblique SO 
fasse sur le plau ABC , tous les angles SOIl , SOK , etc. , que cette oblique 
fait avec les lignes qui passent par son pied dans le demi-cercle ABC sont 
obtus, cl Icür grandeur est la même, quand les lignes OH, OK sont cgnienicut 
inclinées sur OB. Si donc l’angle llOK est égal à l’angle SOH, l’angle OSHK, 
représente un angle solide quelconque , à trois faces obtuses et de même gran- 
deur. Mais les angles spaciaires SOHB,SOKB sont obtus et de même gran- 
deur, et les angles spaciaires des angles solides à trois faces égales, sont égaux; 
doue les trois angles' spaciaires d’OSllK sont obtus et de même grandeur. 

Ti oisiemcmcnl enfin , lorsque SOP est le plus petit des angles que l’oblique 
80 fasse sur le plan ABC, tous les angles SOE, SON, etc,, que cette obli- 
que fait avec les ligues qui passent par son pied dans le dcmi-ccrcle ADC somt 
aigus, cl leur grandeur est la même, quand les lignes OE,ON sont égale- 
ment inclinées sur OP. Si donc l’angle EON est égal à l’angle SOE , l’angfO 
OSEN représente un angle solide quelconque , à trois faces aigues et de même 
grandeur. Mais les angles spaciaires SOEP, SONP sont aigus et de même gran- 
deur, et les angles spaciaires des angles solides i trois faces égales, soûl égaux; 
donc les trois angles spaciaires d’OSEN , sont aigus et de même grandeur. 
Donc dans tous les cas. Les angles spaciaires des angles solides' à trois 
faces égales , sont égaux et de mime nom que cet faces. 
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b.'5o7. Conséquence, fteciproqueaicnt , Lorsque tous les angles spaeiaires d'un 
angle solide « trois faces sont égaux , les faces de cet angle solide sont 
égales et de même nom que ses angles spaeiaires : Car premièr«meot, ces 
aiij>les sjiaciuires ctout égaux, ces faces sont égales : Secondement, si ces faces 
n’ciaicnt pas de même nom que ces angles ; il exisleroit des angles solides à 
trois faces égalés, qui auroient des angles spaeiaires d’un autre nom que leurs 
isces f ce qui repugueroit au théorème précédent. 

THÉORÈME CVI. 

n. Lorsque les ùngUs solides à trois faces ont un angle epaciaire droit, les 
angles spaeiaires opposés aux faces qui renferment l’angle droit, sont 
chacun de mime nom que la face à laquelle il est opposé. 

Pour démontrer ce théorème, U suffit de faire voir, que Tun quelconque 
des angles spaeiaires , opposés aux faces qui renferment l’angle spaciulie droit, 
est de même nom que la face à Inijiielle il est opposé. 

A cet effet donc , soit derechef SO (Gg. 193), oblique au plan ABC, et 
SP perpendiculaire à ce plan j de sorte que les plans SOP, ABC, étant per- 
pendiculaires l’un à l’autre, la ligne du plus petit angle de SO sur ABC, soit 
OP , et que SOP soit celle des faces de l’angle solide qu’on prend en consi- 
.dération. 

Cela posé, si Ton achève de constriûrc l’angle solide , en ajoutant un troi- 
sième côté OM à ceux OS, OP, qu’on vient de lui donner; il se présentera 
sous la forme OSPM, dont Tangle spaciaire SOMP, opposé à lu face SOP, est 
.aigu comme elle. Si la face SOP de l’angle solide , au lien d’cire aigue , est 
droite; la ligne SO sera perpendiculaire au plan ABC, et l’angle spaciaire SOMP, 
opposé à cette face SOP, sera droit comme elle. Si enfin, celle des faces de 
l’angle solide , qui est supposée perpendiculaire au plan ABC, e.st obtuse; elle 
sera représentée par SOB; d’où il suivra , que la ligne OB, étant lu ligne du 
plus grand angle de SQ sur ABC; l’angle spaciaire SOMB , opposé à SOB , 
sera obtus comme elle; que par conséquent, il sera vrai eu général que. 
Dans tout angle solide à trois faces, qui a un angle droit, les -angles 
spaeiaires qui sont opposés aux faces qui renferment V angle droit, sont 
respectivement de même nom que Us faces auxquelles iU sont opposés. 
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T 11 É O R É M E C V-I I. 

n’ 5oÿ .Lorsque deux angles solides à trois faces' sont antilalires , i.* Ia's face» 
■ ' et angles spaciaires de l’iin, sont en’ égalité respective avec les faces 
et angles spaciaires de Vautre : a.” Ces faces et ces angles spaciaires 
* '■ se suivent dans Viin , en sens inverse de celai où ils se suivent dans 

' Vautre: 3.“ enfin-, Les côtés de l’un font sur les faoes auxquelles ils 

sont opposés, des angles égaux à ceux que les côtés correspondans de 
Vautre, font sur les faces auxquelles ils sont opposés. 

OS13C (fig. 193 ), est un angle solide à trois faces, qnt^ son sommet en O: 
d’un jioiut S, de son côté OS, on a aliaissc SI’ pcr|iendiculairc sur BAD, 
plan de SOS deux autres côtés OB, OC f et du point P , i’un a tii c par le point O, 
PA ligne des pins grand et plus petit angles d’03 sur ABI). ^ 

Puis donc Vpi’on suppose que c’est d’une mènic pan de KOP, que tondient 
les droites OB, OC, qui forment arec OS l’angle solide OSBC; la construc- 
tion d’OSDE , antilalère d’OSBC , s’aclicvcra , en tirant sur le plan BAD , de 
l’autre part de SOP, les iVroites OD, OE, eiisorle qu’elles fassent rcspcciivc- 
mciil sur OA , les mémos angles qnc les droites OB , OC. D’où il résultera 
premièrement, qii« DOA=BOA, EOA=COA, et que les faces DOS,SOE, 
EOD d’OSDE, seront égales une-à-une aux faces BOS, SCK?, COB, d’OSBC. 
D’où il résultera secuiideincnt, que les angles spaciaires SODE, SOED seront 
respeclivcinenl égaux aux luigics spaciaires SOBC, SOCB; c’est-à-dire , que les 
angles spaciaii cs, posés sur la face BOC d’OSBC , sont égaux im-à-\in aux angles 
-- spaciaires, jtosés sur la face correspniidaiilc DOE d'OSDE : et par conséquent 
tons les angles spaciaires res]>ectivemcnt égaux : Car si, au lieu de considérer lo 
• côté OS, comme élevé sur le plan des côtés OB, OC, nous avions considéré lo 
côté OB, cftmnie élevé sur le plan des côtés OC, OSj ç’.iuroit été l’égalité 
respective des angles spaciaires, post's sur la face COS, aux angles spaciaires 
posés sur la face EOS, qui se seroit manifestée , la première. 

Lors donc qii’OSBC, OSDE, angles solides à trois faces sont anlilatères, non- 
seulement il y a égalité respective des faces cT des angles spaciaires de rtui, aux 
faces et aux angles spaciaires de l’autre ; mais SOB, BOC, C05, faces d’OBBC, se 
suivent en tournant de gaiicbe à droite, au lieu que SOD, DOli, EOS, faces 
d’OSDE, se suivent en tournant de droite à gauche. Et il en est de même des 
angles spaciaires d’OSBC, par rapport aux angles spaciûrcs d’OSDE; les pre- 
miers se suivent en sens inverse du sens dans lequel se suivent les seconds. 

Quant à l’incliiiaison des côtés sur les faces auxquelles ils sont opposés, j’ob- 
serve ; que le côté OS d’OSBC, est incliné à BOC, face qui lui est opposée, 
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eoinnic le colé OS J’OSDE, est wictiiié à OOE, face qui lui' est opposée; J’oii 
je conclus en général, .pic les côles qui, diins OSBC, soûl opposés au* lucmcs 
laces que dans OSDE, foui nii-à-nn les mêmes angfes sur ces faces : Car si, 
30 lien de coiisiilcrer le côlé OS, comme élevé sur le plan des ci’ué-s OC OC 
j’avois consitiéré le côlé OC, comme élevé sur le plan des côtés OG OS- 
ç’auroit été légalité cuire les inclinaisons d’OB sur COS, et d'OÜ sur LOS 
qui se seroil uiauifostée la piomiére. * 

Ainsi,, la déinouslratiou dir théorème proposé étant compléfe, dans le eas 
•ù les eues OB, OC do 1 angle solide OSiiC , londicut de même part rela- 
tivement a la ligne PA ; je u’ajpulerai rien , si non, que sa d.imoiistralion sa- 
roit la meme dans le cas où OB lomheroil d’nuo |.ai t, et OC de rautre pari 
rclaüvemeul iiPA; que par conséquent, ce u’est pas lioiv piesumei du lecteur 
que de lui. laisser le soiu de s’en assurer par hii-mèuie. 

THtORÉME CVIH„ 

3io. V ne face, et les angles spacïaires sur cette' fhee assujettissent d^euxfnrntÿs 
les angles solides ri t,-ois faces , et ces deux formes me dijj'èrent qu'en 
ce que l'une est antilatàre de l'autre^ 


Siippon! que DZEfG'g. 194 ), face de l'angrê soli.}b ZDEF, soit égale à ASB,. 
face de 1 angle solide S.AUC, et que les angles spaciaires sur DZE, soiciii les 
Buimes que ceux sur ASB; iKaul que FZDE, FZEl), soient respcclivcmcnr 
égaux a ( SM>,CSBA, ou .pie FZDE, FZEB soient respectivement éeuix à 
C8BA,G5.VB. ** 

Dans le premier cas, consi.iérant que les angles spariaircs qni sont é»an* 
pemei.r convenir; si l’on fait coïncider la face DZE de l’angle Z, av^’ec il 
hue ASB de l’angle S; le plan FZÜ , coïncidera avec le plan CSA, el le plan 
FZE, avec le plan CSB; de sotte que les trois côtes de l’angle Z, coïnci- 
deront avec les trois côtés de l’angle S, et i.artanl , que' Z conviendra 
avec S. 

Dans le second cas, les angles spaei.xircs FZDE, FZED, étant respecti- 
vement ég-a.tr anx angles spaciai.es CSBA , CSAB; si l’on fait coïncider la 
face DZE, avec la face ASB, le plan FZE , prendra sur ASB une- antre 
mclmaison que le plan CSB; de wrte qnc les angles soli.les S, Z ne con- 

rr?.î^r‘ •'••''“h’*' ^DEF .à l’angle solide 

5ABC , aut.Iatere de SABC; les considérations qm*^, dans lê p.cn.ïcr cas, 

om démontré la convenance de ZDEF avec SABC, dén.oatreroot celle de 
ZDEF «vec 8 ABC ' 5 par conséquent, forsqitc deux angles solides à trois 

a4f 
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faces , ont une face égale à une face , et les mêmes angles spaciairea sur celte 
face; puisque l'un convient nécessairement avec l’aulie ou avec sou antilaièrei 
il est démontré , qu’une face et les deux angles spaciaires sur cette face , 
assujellissejit d deux formes les angles solides à trois faces , et que ces deux 
formes ne diffèrent qu'en ce que l’une est antilatère de l’autre. 

T II É O R É M E C I X. 

n.*3ii.^ea* faces et l’angle spaciaire compris entre ces faces, assujettissent ri 
deux formes les angles solides d trois faces , et ces deux formes ne diffè- 
rent qu’en ce que l’une est antilatère de l’autre. , 

Supposé que FZD, FZE (fig. 194) , faces de Z, angle solide à trois faces, 
soient de mémo grandeur que CSA , CSB faces de S, autre angle solide à tiois 
faces , et que l’angle spaciaire DFZE , soit égal à l'angle spaciaire ACSD ; il 
faut qu’il y ait égalité respective, entre les faces FZD, FZE cl les faces CSA, 
CSB , ou entre les faces FZD , FZE et les faces CSB , CSA. Or dans le 
premier cas, si l’on fait convenir l’angle spaciaire DFZE avec l’angle spa- 
ciaire ACSB ; la face FZD con^lendra avec son égale CSA; la face FZE 
conviendra aussi avec son égale CSB; les trois côtés de l’angle solide Z, con- 
viendront avec les trois côtés de l’angle solide S; et [tariaui Z eonvicudia 
avec S. 

Dans le second cas , les faces FZD , FZE , étant respectivement égales aux 
faces CSB, CSA; si l’on fait convenit^’angle spaciaire DFZE , avec l’angle 
spaciaire ACSB; la face FZD, tombera sur son inégale CSA; la face FZE 
tombera aussi sur son inégale CSB; par conséquent, deux côtés de l’angle 
solide Z , seront hors éc coïncidence relalivcntent à deux côtés de l’angle 
solide S. Ma* si Ton compare l’angle solide ZDEF, avec l’angle solide S'A'B'C, 
antilatère île SABC; les raisons qui, dans le premier cas, ont prouvé la con- 
venance de ZDEF avec SABC , prouveront celle de ZDEF avec S'A'B'C ; 
d’où il suivra , que lorsque deux angles solides à trois faces ont tin angle 
spaciaire égal à un angle spaciaire, et que leurs faces autour de cet angle sont 
respectivement égales; le premier convient nécessairement avec le second ou 
n.“3i2.avec son antilatère , et partant que , Deux faces et tangle spaciaire compris 
entre ces Jaces , assujettissent à deux formes les angles spaciaires à trois 
faces, et que ees deux formes ne diffèrent qu’en ce que l’une est anti- 
latère de l’autre. 

Remarque. Nous venons de voir que deux angles solides à trois faces peuvent 
convenir, lorsqu’autour d’un auÿe spacûôre donné, ils ont deux Btees égales 


Digitized by Google 


G K O M f; Tn I E élémentaire. 187 

One à une et placées de m4mc par rapport à la droite et à la g.-inclie. Rcn'ar- 
qiions que cette partie du tlie'orème prëccdciil , n’cst qu'un eus puiliciilicr 
delà proposition qui porte en général, rpic Deux angle* aulidei de n face* 
chacun peuvent convenir, quand (n — 1 ) face* du premier , sont égales 
une d une d (n — r). face* du second ; quand les premières sont rangées 
dans le même ordre que les secondes , et se suivent dans le mime sens par 
rapport d la droite et d la gauche y quand enfin elles ont de part et 
d'autre mêmes inclinaisons respectives sur leurs voisines. Proposilion rpii 
se du'nioutre par les conside'rations suir antes , savoir , que les angles 
plans étant capables de convenir , lorsqu'ils sont e'gaux , et que les angles 
Sfiaciaires étant capables aussi de convenir , lorsqu'ils sont égaux ; on peut 
d’abord faire coïncider la première face de l'un des angles solidps en question, 
avec la première face de l’autre ; puis la seconde avec la seconde; la lruisièu.e 
avec la troisième; et ainsi de suite, jus<|u’à la pénultième avec la | énultièn-.e; 
et qu’alors , les côtés d’un de ces angles solides coïncidant un .à un avec les 
côtés de l’autre ; ces angles mêmes coïncident ou conviennent l’un avec 
l’autre. 

D.^SiS. hemme. lorsqu’un plan coupe un angle solide d trois faces par trois 
points , pris sur les côtés de cet angle , d égale distance du sommet j si de 
ce sommet on abaisse une perpendiculaire au plan coupant, elle tombe sur 
le centre du cercle circonscriptible d la section , et fait des angles égaux 
avec les côtés de l’angle coupé , tandis que ces côtés-mimes font des angles 
égaux sur le plan coupant. 

Supposé que le plan ABC , coupe l’angle solide SABC , par trois points 
A , B , C , également distans de S , sommet de cet angle ; le pied P , de SP , . 
perpendiculaire ait plan coupant ; tombe sur le centre du cercle dreons- 
crijitible à la section triangulaire ABC : Car les tiiangles SPA , SPB , SPC 
peuvent convenir par un angle droit, nn côté commun , et des bypothénuses 
égales; d’où il suit que PA, PB, PC, troisièmes côtés de ce» triangles , sout 
égaux ; que par conséquent le point P , est en elTct le centre du cercle cir- 
conscriptible à la section ABC ; que de plus , les angles PSA , PSB , PSC 
sont égaux; et qu’il en est de même .des angles SAP, SBP, SCP. 

THÉORÉMEC X. 

u.'’iik.'1'rois faces assujettissent d deux formés les angles solides à trois faces j et 
ces deux formes ne diffèrent, qu’en ce que ï une est antilatire de l'autre. 

Les laces d’un angle solide à trois faces ne peuvent se suivre qu’en tournant 
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Je {;nucli« à ilnolle ou de droite à gauebe ; Les faces ASB , BSC , CSA de 
l'niigle solide SABC (Kg. 197), sc suiveol en lournant de gauche à droite : 
Leurs l'gnics EDZ , DZF , FZE se suiveait ea touruanl de droite à gauche 
dans l'angle solide ZD£F (Kg. 19^ )• 

8up|>os<; dotic que par trois points .A, B, C, pris sur les crViës de S.ABC , 
à égalés distances de sou .sommet S, ou fasse passer un plan ABC ; et que par 
irok points D, Ë, F, pris à pareilles distances du sommet Z , de ZDEF , on 
fasse passer un plan DEF ; les triangles isoscéles EZD, DZX' , FZË , com- 
pares un à un aux triangles isoscéles ASB , BSC, CSA, peuvent convenir 
avec eux , par l'e'g.aUlé respective de leurs côtés et de rttngic compris entre 
CCS côtes. D’où U suit tpie les hases des premiers sont égales iine à une anx 
bases des seconds; qtic par coii.séquenl, les triangles ABC, DEF sont ctpiUa- 
Ic'ruiix entr’enx et antihiléres l’im de l’autre. 

Ultcricnrcmcnl donc il suit de là, tpie les angles solides ZDEF, SABC, 
ne diflerent qu’en ce qu’ils sont anllLatéres : Car le cercle .ciieonscriplihlc au 
triangle DEX’ , étant de môme rayon cjnc le cercle circouscriptihie au triangle 
ABC; et les ligues ZD, ZE , ZX' étant égales aux lignes SA, SB, SC; il 
s’ensuit que les triangles rectangles ZQD , ZQX'. , ZQF peuvent convenir avec 
les trisiiiglcs rectangles SP .A , Si’B , SPC , par l'égalité respective de leurs 
hvpolhrnnses et d'nn de leurs autres côtés; que par conséquent, les perpen- 
diciilaiice ZQ, SP sont égales; et partant que , û l’on fait convenir le cercle 
DEF avec le cercle ABC; et la cortle DE avec la corde AB; la perpendi- 
culaire ZQ conviendra avec la pcipcndictilairc SP , et que les tri.angles équi- 
latéraux cnli’eux, mais nntilatères DEF, ABC , reposant sur même hase AB ; 
«crvironl enx-mèmes de hases; le premier, à l’angle solide ZDEF; le second, 
. à l'angle solide S ABC ; de sorte qu’il sera démontre que ces angles solides 
sont anûlatéres l'un ile l’antre , et qu’en général , lorsrpt’un angle solide à 
tro'is faces est [délerminé par ces faces mêmes , il n’est susceptible que de 
deux formes, lesquelles sont aiililalrres, l’iino de l’autre. 

‘Avfrüsaemenl. On doit s’attendre à trouv er iei un tliéorcrae, cencemanl Mn- 
. fluence des ongles spaciaires sur la forme dc.s angles solides à trois faces ; mais 
ce théorème ue p.üvtvaut se démoiuror sans le secours de queli|ues proposi- 
tions, dont on n’a point encore pris connois.saiice ; j’avertis jue CCS propo- 
ititiüus sont celles qiti suiveut iiumédialcmeut. 
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THÉORÈME C X I. 

n.'SiS.Sitfppoé <fue d'un point S de SP, perpendiculaire au plan .4BC (fié- '99 )i 
l’on abaiste sur ce plan une oblique SA , et que du pied P de SP , comme 
centre, avec PA comme rayon, on décrive le cercle ABC ; ^u’ ensuite , 
d'un autre point Q que le point P duplan ABC , l’on tire la ligne QS ; 
cette ligne fera divers angles avec les obliques qui pari nt du point S , 
et se terminent à la circonférence du cercle ABC. Or i.* de tous ces 
angles , le plus grand est celui que QS fait avec SA , qui aboutit à 
l'extrémité de Q A, la plus longue des lignes qu'on puisse mener du point 
Q, à la circonférence ABC : 2 .“ le plus petit est celui que QS fait avec 
SR , qui aboutit d l’extrémité de QR , la plus courte des lignes qu'on 
puisse mener du point Q , d la circonférence du cercle ABC : 3.’ par 
rapport aux angles que QS fait avec les autres obliques. Us sont plue 
grands, lorsque les obliques aboutissent plus pris du point A, ou plus 
loin du point R ; 4." enfn , QS fait des angles aigus avec toutes les 
obliques qui aboutissent d la demi-circonférence BRC , terminée par le 
diamètre BC , perpendiculaire au diamètre RA du cercle ABC. 

SouTcnons-Doiis que, ilc toutes les droites qu’on peut tirer du point Q à la 
circonférence ABC, la plus longue est QA, qui passe par le ceiilre ; que la 
plus courte est QR , qui prolongée passeroit par le centre ; que les moyennes 
sont plus grandes qui aboutissent plus près de l’extréniité de la plus gr.-uide , 
et n’oublions pas , que toutes les obliques qui, du point S , vont se terminer 
à la circonférence ABC, sont égales. Moyennant ces souvenirs , notis verrons 
d’abord, que tous les triangles QSA, QSB, QSD, etc. ayant un côté comniim 
QS, et un second côté égal à rublique SA, renferment entre ces côtés un 
angle d’autant plus grand , qu’ils ont une plus grande b.ise ; que par coirse- 
.qiient 1 .“ l’angle QSA est le plus grand de tous : 2 .® que l'angle QSR est le 
plus petit de tous: 3.° que la base du triangle QSD, claul plus grande que la 
base du triangle QSE ; l’angle QSD est pbis grand que l’angle QSE : 4.* que 
les triangles SPB, SPQ , ayant un angle 'droit; leurs hypotliéiiuses sont plus 
grandes que leurs autres côtés ; qu’en ]>articulier , SB^ PB et SQ^PQ ; que 
par coose’quent , de l’égalité QB’ = PB’ -H PQ’, suit l’inégalité QB* SB’-f- 
SQ’ de laquelle il résulte, que l’angle S, du triangle QSB est un angle aigu, 
et qu’à plus forte raison , les angles que QS fait avec les obliques qui tombent 
en-de-ça des points B, C, sur la circonférence BRC, sont des angles aigus, 
a.* 3 16 . Remarque. Dans le cas particulier , où QS feroit^un apÿtc ai^gu avec SA, 
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celle des obliques sur laquelle son indinuisou est la plue grande; elle en Teruit 
de plus aigus avec les obliques qui, du point S, aboutissent à des points de la 
circonférence ABC , autres que le point A. Ajoutons que QS fait ttii angle 
aigu, avec SA, toutes les fois que la somme des angles aigus QSP, PSA, est 
plus petite qu’un angle droit. 

THÉORÈME CXII. 

m.*3ij-Du sommet d’un angle solide à trois faces, on peut toujours tirer par son 
intérieur une infinité de droites, qui fassent des angles aigus avec ses 
trois côtés. 

Soit SABC (fig. 300. SOI. 302), un angle solide à trois faces: Si par trois 
points A, B,C, pris sur ses côtés h égales distances de son sommet S, ou fait 
passer un plan ABC; la perpendiculaire SP, abaissée de ce sommet sur ce 
plan, tombera en dedans de la section ABC (iig. aoo), ou sur l’un d« scs 
côtés ( fig. 301 ) , ou en dehors de sa suifacc (ûg. 303; et dans tous ces cas, 
les côtés SA , SB , SC de l’angle solide , feront avec SP mêmes angles aigus, 
lesquels par conséquent difiereronl tous d’un .angle droit par le même ang'e 
aigu , lequel soit a. 

Dans le premier cas ( Cg. soo) , du point P , centre du cercle circonscripliblc 
à la section ABC, j'abaisse PQ perpendiculaire sur AB , l’un des côtés de 
cette section , et si la droite QS fait avec PS un angle QSP , qui ne soit pas 
plus petit que l’angle a; je réduis QP i telle longueur RP, que l’angle RSP 
soit plus petit que a,- puis dn point P comme centre, avec PR comme rayon, 
je décris le cercle DRE et j’observe , que le plus grand angle que les côtés 
SA , SB , SC de SABC fassent avec les oblitjues tirées du point S à la circon- 
férence DRE, est composé de deux angles aigus RSP, PSA , plus petits en 
somme qu’un angle droit; que par conséquent, ces côtés font des angles 
aigus avec une iiiünité de droites , tirées du sommet S , par l’intérieur de 
l’angle solide SABC. 

Dans le second c:is (fig. soi), du point P comme centre, avec tel rayon 
■ PF, que l’angle FSP soit pins petit que a , je décris le cercle F6H et j’ob- 
serve : que le plus grand angle que les côtés S.A , SB, SG de SABC fassent 
avec les obliques tirées du point S à la circonférence FGU , est composé de 
deux angles aigus FSP, PSA, plus petits en somme qu’un angle droit; que 
par conséquent ces côtés font des angles aigns avec toutes les droites tirées 
du point S, à la circonférence FGH ; qu’en particulier , ils font des angles 
aigus avec tontes celles qui se terminent sur la moitié de cette circonférence , 
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qui se trouve dans le uiangle ABC; et parlant, qu'en ce cas, on peut tirer 
du point S, par riutericnr de l’angle solide SABC , tuie inKuitd de droites^ 
qui fassent des angles aigiu avec tous ses côtes. 

Quant au troisième cps, dans lequel la perpendicidaire SP tombe en deliors 
d’AGB , section de l’angle solide SABC ; je le subdivise en deux : Le premier 
(Gg. aoa ) , ob l'angle Al’B est obtus: Le second ( Gg. ao 3 ) , oit cet angle 
n’est pas si grand qii’im angle obtus. Dans les Ggures relatives à l’un et à l’autre, 
le cercle circonsciit À la section ACB , continue d’avoir pour centre le 
point P. 

Par rapport au premier de ces deux cas (Gg. aoa), je tire le diamfctre DE , 
parallèlement an plus grand côte AB de la section ACB ; j’abaisse sur CB , 
côte moyen de la section ACB , la perpendiculaire PF ; avec PF comme 
rayon , et du point P comme centre , je decâs le cercle FOI ; je lire cnGn 
les diamètres AK. , CR , BL ; qui coupent la circonférence FOI , par les 
points e, v, x, et j’observe premièrement , que l’arc evx ou xve est plus 
grand que go°, mais qu’il s’en faut de la somme des arcs el , xO , qu’il soit = 
180°; d’où il suit que, rclrancbant d'evx un arc «0 = 90", et de xve un arc 
srH — 90°; les extrémités G, H des arcs retranchés laissent entr’clles un arc 
GH = aI- 4 -* 0 ; Secondgment j’observe que, par rapport à l’arc ^=90”, le 
point A est en telle position, que la ligne AS fait des angles aigus avec toutes 
les obliques tirées à cet arc depuis le point S, et en particulier avec celles 
qui ahoutisscut à la partie HG de cet arc même , j’ajoute que , par mêmes 
considérations, BS fait des angles aigus avec toutes les obliques tirées du 
point S à l’arc GH. Troisièmement j’observe que l’arc *F , sur lequel repose 
l’angle aigu P, du triangle PFB , étant plus petit que 90'’; le point H tombe 
au de là du point F ; que par conséquent, tout ou partie de l’arc GH, coïncide 
avec une partie de l’arc evF. Quatrièmement j’observe, que le triangle isoscèle 
APC , ayant une base plus petite que ceHc du triangle CPB; l’angle APC est 
plus petit que l’angle CPB ; que par conséquent , ces deux angles formant 
ensemble l’angle obtus APB le plus petit des deux savoir, APC, est 

un angle aigu , et partant que l’arc ev est plus petit que go**. Cinquièmement 
j’observe que l’angle P du triangle CPF , rectangle en F , étant aigu ; Parc 
vF est plus petit que 90* ; que par conséquent , de ces deux dernières obser- 
vations il résulte , que la situatioD du point C est telle , que le côté SC de 
SACB , fait des angles aigr avec toutes les obliques qui , du point 8 , vont 
aboutir à l’arc «vF. Mais il a été prouvé , que les côtés SA , SB faisoient 
aussi des angles aigus avec toutes les obliques qui , du point S, alloient abonur 
à uite partie de l’arc evF j donc dans le cas où l’angle ABP est obtus on 
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. pftiit tirer du sommet S de SAUC , une inlinitc de droites , rjui fassent des 
angles aigris arec ses trois côtés. Rosie à savoir , s’il en est do meme dans 
le cas où l’angle APB est plus petit qu’un angle ohms. 

Dans ce cas (fig. ao5), deux droites quelconques PM, PN , dilTércntes 
cependant de PA, PB, mais tirées comme clics à des points M, N de la 
surface du triangle ACB, forment nn angle aigu MPN ; d'oir il soit que MA 
MP* -P INP*. Mais SM, lijpoihénusc de SPM est plu» grande qnc PM; SN 
hvpothénnse de SPN est [dus grande- rjue PN ; donc MN^-<; SM®-+- SN* ; 
donc l'angle MSN est aigu; donc une droite quelconque SM, tirée de point 
S à In surface du triangle ACB , fait des angles aigris avec tontes les droites 
tirées de ce point à la surface du triangle ABC; donc elle fait des angles aigu» 
avec les trois ligues S.A SB, SC ; donc du sonitiici S de S.ABC il est toujours 
possible de tirer, par l’iniérieur de cet angle solirle , une inlinité de droites, qui 
fassent des angles aigus avec scs trois côtés, dans le cas où la section ACB est 
telle, que l’angle APB est un angle plus petit qu'un angle oliltis ; donc finale- 
ment , dans tous les cas , il c.st possilile de tirer du sommet , par l’inle'rieitr d’un 
angle solide à trois faces, ane iafinilé de droites, qui fussent des angles aigus 
avec ses trois côtés. 

THÉORÈME ^X1 II, 

n*. Zi9.Quel qne soit un angle solide à Irais faces, il s'en trouve toujours un antre, 
entre lequel et lui il y a ce rapport, que lès faces de l'un sont respec- 
i) veinent égales aax angles de suite des angles plans des angles spaciaire» 
de l’autre. 

S.I.BC (fig. 20 -i) représente iiu angle solide à trois faces, et la droite SP 
est une de celles qui passent par son intérieur , en faisant des angles aigus 
avec ses trois côtés. Supposé donc que cette droite soit coupée iierpcndi- 
cidairenicnt par un plan ABC ; ce plan, coupc nécessairement les trois côtés 
de SABC, attendu qu’ils doiveul faire sur lui des angles SAP, SBP, SCP, 
rcspccliveineiit égaux aux coniplémens à un angle droit de SPA , SP B, SPC. 
Or le point P étant en dedans des trois faces ASB , BSC , CS.\ de SABC; 
si de ce point on abaisse sur les plans de ces faces les pcrpentliculaires PE, 
PF , PG , t.” l’angle EPF.est égal à l’angle Je suite do l'angle plan de l’angle 
spaciaire ASBC n.* ag3 : a'*, l’angle FPG est ég.al à l’angle de suite de l’angle 
plan dc'l’angle spaciaire BSCA : 3.° enfin l’angle GPE est égal à l’augic de 
suite de l’angle plan de l’angle spaciaire CS.\B. 

Prenons maintenant en considération PEFG, angle solide à trois faces EPF, 
FPG, GPE, et observons eu premier lieu, <|uc la face EPF, ]'assuut par 
PE , PF , respectivement perpendiculaires aux plans ASB , BSC , est per- 
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f<einlici Jaii c à ccs plans, lesquels r<?ci(>ro<]uenicm lui élanl perpendiculaires ; 
leur commune section SB , est pcrpctulieulairc sur EPF. Observons ci» second 
lieu, «pie la faoc FPG, passaitl par l’F, PG, respectivement perpendiculaires 
aux plans BSC, CSA , ot peipcndiculaire à ces [dans, lesquels niciprotpicmeu» 
lui «ilant perpendiculaires, leur commune section SC, j:st pcrpciuliculaive sur 
FPG. Oliservons cnGn en tiXMsiènie lieu, que la face GPE, passant par PG, 
PE, res[>eciivcment porpcmbculaires aux plans CSA, ASB, est perpendicu- 
laire à c<» [dans, lesi|uels re'riprorpienieiit lui étant [lerpeudiculûies , leur 
commune section SA , est per[iendlctilaire sur GPE. 

De ces tiois observations il résulte, que les ciilés «Te l’an{;le solide SABC, 
sent perpendiculaires iiti-à-im aux faces de l’angle solide PEFG , entre Ics- 
qtielles sc trouve le point S; que par couséqueiU , la face ASB de SABC,. 
est égale à l’angle de suite de l’angle plan de l’angle s|>aciaii e GPEF i».* 2Ç)5 ; 
que la faevi BSC de SABC, est égale à l’angle de suite de l'angle plan do 
Fangîe spacialre EPFGj qu’enfin la face CSA de SABC, est égale à l’uiigle 
de suite de l’migle plan do l’angle spaciuirc FPGE; et partiuit «pic,. <]Uet que 
soit SABC , solide d trois faces , il s’en trouve toujours un autre 

PBFO , entre lequel et lui il y a ce rapport, que les faces de l’un sont 
respeeti veulent égales aux angles de suite des angles plans des- angles- 
glaciaires de l’autre. 

Dénomination, L’on dit de denx angles solides à trois faces , qu’ils sont 
Supplémentaires l’uu de l’autre , quaiui ils ont enlr’eux le rapport qui vient 
d’élie énoncé. 


THÉORÈME C X I V.. 

3,g_7’/-«na angles spaciaires assujettissent à d'eux formes les angles solides à 
trois faces , et ces deux formes ne diffèrent qu’en ce qu’elles sont anti~ 
latères l'une de l’autre. 

Supposé «pic S.ABC, ZDEF (Gg. igA), angles sofidès à trois faMS, soi«<Iit 
supjdciiicntaires l'un de l'autre , et que les trots angles spaciaires do SABC 
«lient d«inués; les trtiis faces de ZDEF seront déteniiinécs ; par conséquent 
il ne sera stisceplildc que de deux formes , anûlatères l’uuo de l’autre. Rcci- 
proqiiemeut , les angles spaciaires do ZDEF étant actuellenitnit délemiine's, 
les faces «le S.ABC le seront aussi , et partant , ses angles spaciaires l’auront 
assujetti à deux formes , dont toute la différence consistera eu ce qu’elles serant 
anlilatères Ptinc de l’autre. 

Observation. Nuus venons de prouver, «pie les angles solides i trois faces 

s5 
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soin assiijellis à deux formes aniilalères par leurs angles spaciaires , et nous 
avons dctnonlre' plus Isaiil , rpi’ils éloieul aussi assiijeitis à deux formes anli- 
latrres l.° par une face et les angles spaciaires sur celle face : 3.° par deux 
faces et l’angle spaciaire compris eiilrc ces faces : 3.” enfin par trois faces. 
Reste donc à savoir J .• à quoi ils sont assujclljs , par deux faces et l’iiu des 
angles spaciaires non conipris entre ces faces : a.“ pa<- une face et deux 
angles spaciaires, l’un sur celte face, l’autre en opposition à. cette face? Telles 
sont les deux questions qui se pixisenlent en ce moment ; mais j’avertis , que 
lorsque je m’en occiqierai, je ne conside'i erai pas l’antilalcrisme comme mctiant 
une diH'crence de forme entre les angles solides ; que je ne regarderai ces 
angles comme dilferens par la forme., qu’aulant que la gran leur des faces et 
angles spaciaires de l’un, ne sera pas la même à tous êgaids, que la grandeur 
des faces et angles spaciaiies de l’autre. 

Lemme. Lorsque U plan d’un an/^le S/fB de grandeur donnée (Jig ao5), 

' fait s(tr un plan CAB un antfle spaciaire donné SB AC , celle des jambes de 
/ l’anple SAB qui s’élève au-dessus du plan CAB , savoir SA , fait sur 
nTSao.CAB un angle SAP , qu’on peut toujours construire. 

Pour de'monirer ce lemme , je donne d'aliord à S.A une longueur à moi 
connue J et après avoir aliuissc SL perpcudicu*aire sur AB, ]uiis SP perpen- 
diculaire au plan CAB ; je tire les droites PL , P.A et je vois , qu'il m’est 
possible de construire le triangle SL.A, piiistpie j'eii coiiuois l’iivpnlluwi. e SA 
et l'angle SAL = SAB. J’observe ensuite , que le plan SPL éionl perpendi- 
culaire au plan CAB, et passant par le milieu SL du plan DBA , l’angle SLP 
est l’angle plan de DBAC, angle spaciaire donne; que p.ar conséquent je peux 
conslridre le triangle rectangle SPL, vu que la construction du triangle SLA 
m'eu foiiinit l’Iiypothcnuse SL, et que sou angle SLP m’est connu par sup- 
position. LnGn , de la construction de SPL , je passe à la consliuclion de 
SPA , dont j’ai dc'terminé l’iiypolhênuse SA , et dont je trouve le côté SP 
dans SPL. D’où je conclus Ciialenient , que l’angle SAP est coustruit , puis- 
qu’il appartient à un triangle construit. 

PROBLÈME XLIX. 

VL.°Za\. De combien de J ormes un angle solide à trois faces est-il susceptible quand 
il est déterminé par deux faces et l’un des angles spaciaires hors de 
ces faces ? 

Supposé que Z repre'sente un angle solide à trois faces fl, A, c respeetn ement 
opposées à ses angles spaciaLes A, C; le problème peut s’énoncer en ces 


Digitized by Googlc 


géométrie élémentaire. 190 

termes : De combien de formes Z est-il susceptible , quand il eM déterminé 
par deux de ses Jaces a, h, e1 l’anple spaciuire B , sur la face a , et en 
opposition à la face b? Question qui se ilecoiupose en neuf autres, quaml 
d’une pari, on fait l’angle spaciaire B successivement droit, ai^u et obtus, 
et que «l’autre part, on fait aussi la face o succcssiscmeut droite, aigue et 
obtuse : Car alors , cbaqiie valeur de B sc combinant a\ee chaque valeur d’n, 
il en résulte les neuf qaestions suivantes. 

0=90“, B=rjo*, n^go*, B=rgo*, û^go*, 

B<^go'’, 0 — go**, 6=A? B<t^go*, «<^go*, & = BeC^go"*, a^go", t = 

B^>go", a=go”, 6=m4? B^^go’, o<^go“, bcssbl B]^go% o^^go", i = it 

Par la première desfpielles B = 90", a = 90”, b z^bl Fon demande , de 
combien de formes Z est susceptible , quand son angle spaciaire B est de 90“; 
que sa face a est aussi de qo", et que sa face b n’est astreinte «(u’à la valeur 
qui lui convient ctrrnine quantité donnée : Par la seconde desquelles B =go", 
«•sCgo", b — b 7 l’on demande , de combien de formes Z est susceptible, 
quand son angle spaciaire B est de 90“; que sa face a est plus petite rjuc go*’, 
et que sa face b n'est astreinte qu’à la valeur qui lui convient comme quantité 
doimée , et ainsi des autres. J'ajouterai que , mettant à part 1a première de 
CCS neuf questions , les huit autres peuvent sc coupler de manière , que celles 
de clvatpie couple ayeut «les solutions fort ressemblantes; c’est pourquoi je 
les enujile de cette niauicre , afin que la solution de la premier* de chaque 
couple , jette du jour sur la solution de la seconde. 

I couple , formée (les questioDa a, 3 BrEgO", oC^go*, i=i? B=go", o^>go”, 4 ? 

a.'*' couple, formée des questions 4,7 B<^go", o = go’, é = i? B^go”, <t=go*, 4 = 4? 

3. *' couple, formée des questions 5, 8 Bs^go®, rt<^go", 4 = 4? B^go®, tr<^go*, 4 = 4? 

4. “** couple, foriuée des «question» 6, g Bc^go*, go*, 4=4 ? B^go", o^sgo', 4 = 4? 

Je ferai à chacune de ces questions la réponse qui lui convient; mais je 
lupposerai «jue le lecteur ait presens à l’esprit les théorèmes LXXV «t GlI , 
aün que je ne sois pas obligé de les citer toutes les fois que j’en ferai usage. 
Ces tbéorèmes ont été démontrés au moven de la iig. iga , dans laquelle , 
d’un point S de SO , ohli«|ue au plan ABC , Fon a abaissé sur ce plan la 
perpendictdair* SP ; mené ensuite du point P , par le point O, PB ligne des 
plus grand et plus petit angles de SO sur .4BC, et tiré enfin par Itf poiniO, 
AC perpendiculaire à PB; de sorte que le plan 80P ou SOB, est perpendi- 
culaire au jilao A BC , <u qtte les angles SOA , SOC sont des angles droits. 

De ces préliminaires , je passe à la solution de la première des questions 
proposées . savoir , B =. 90" , a =90", b — b? et supposant (Cg. 19a ) , que 
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l’angle SOP , qui csl perpeuiliciilairc au plan ABC , soit un anjjlc droit ; nfin 
qu’il reprosento lu face 0 = 90", cl que B =90®, soit reprcseiilé par l’uiijjle 
gpuciairc SOPA ; j’observe que SOP, face de Z, fouriiissaiit deux eûtes à cet 
angle soiiJc ; le troisième doit se trouver sur ABC , plan duquel Z ciupriiiite 
sa seconde face j que jxir conséquent, lu eoustrucliun de Z ne peut s’achever, 
qu’eu tirant du |K>iul O , sur le plan ABC , une droite avec laquelle SO fusse 
un angle égal à la face b. Mais par supposition, l’angle SOP est à la fois droit 
et perpendiculaire au plan ABC; donc SO est aussi perpendiculaire à ce -plan; 
doue elle fait des angles droits avec toutes les droites tirées de sou pied sur 
ee plan même ; donc à moins que la face h ne soit droite, la construction de 
Z est impossililc , niais si elle est droite , la coiisiriiction de Z est |iossil>le 
d’une infinité de niaiiicrcs , qui lui donnent pareil nombre de formes dilfé- 
reiiles, tant par la face qu’elles ont sui- le plan ABC, que par l’angle spaciaire, 
qu’elles opposent à cette face. 

Je viens à présent aux questions de la pieniièrc couple B = go®, n <Z, 90", 
h = bl B = go'’, a]>.go*, û s=6? cl dans le dessein de répondre à la première, 
je suppose (fig. 192) , que SOP représente la face n<^go", et que l’angle 
spaciaivo droit SOPA représente B = go®. J’observe ensuite, que SOP face 
de Z, lui foiirnissaot deux côtés; U faut que le troisième se trouve sur .ABC ; 
que par conséquent sa construction ne peut s’achever, qu’en tirant du point O, 
sur le plan ABC, une droite OE , avec hiqiiellc SO fasse un angle SCfE = û. 
J'ob^er.e en sec ind lieu, qu’aucune droite lirc'c du point O, sur le plan ABC, 
ne peut rcniplaccr OE, si ce u’csl ON , jiarcc qu'il n'y a tpi’ON , qui fasse 
sur OP , un angle NOP = EOF; que par cunséqiiciil Z n’est susceptible que 
des deux formes OSPE , OSPN , lesquelles étant autilatères , ne comptent 
que pour une. J’ajoute que Z ne seroit susceptible d’aucune forme, si la faco 
6,11’e'toit pas moyenne entre SOP= a et SOB = 180® — a ", Car snppo^é que 
b fût égale à SOP; OP seroit k la fols second et troisième côté de Z , ce 
qui rédulroil cet angle solide k l’angle plan SOP : snpposc que b fût égale à 
SOB; OB seroit le troisième côté de Z, ce qui réduiroit cet angle solide à 
une surface plane SP B ." supposé eulin que b fût , ou plus petite que SOP , 
ou plus grande que SOB; il seroit impossible de tiier du poiat 0 ,ssur la 

plan ABC, une droite avec laquelle SO fît un angle = 6. Quaut à la 

question B = go®,<» 90®, b~b? je suppose que SOB représente la faco 

90", et ipie l'angle s|>aciatre droit SOB A représente B— go"; puis j’uliserve, 
que SOB, face de Z, lui futiioissanl deux côtés, il fqut que le troi-sicine se 
trouve sur ABC; que par coii-scipicnt sa ooiislructiou ne peut s’achever, qu’en 
tiraut du point O, sur le plan xABC, uue droite OT , avec laquelle SO, fasse 
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un angle S 0 T= 6 . J’oliscne en secoiul lieu, qu’aucune droite tirée du |)oint 
O, sur le plan ABC, ne peut suppléer 01 ’, si oo u’esl OL, parce (pi’il n'y a 
qu’OL, qui fasse sur OB un angle LOB-=TOB, que par conséquent Z n’est 
tusccptiiile que des deux formes OSBT , OSBL , lesquelles étant anlilslères 
ne compteut que pour une. J’ajouto que Z ne pourroll résulter d'aucune con»- 
truction , si la face b n’cloit pas de grandeur moyenne entre SOP - — 180® — 
a et SOB = a. 

J’entreprends k présent les questions, de la seeonde couple B <^90*, 0 = 
90", b —b? (fig. 19a) B^9 o“, 0=90®, b = blet commençant parla première , 
je donne à l’angle plan SOA =90"= a, telle inclinaison sur le plan ABC , que 
l’angle spacialre SOAP soit = B <; 90", puis j’observe i.' que la construction 
de Z ue peut s’acliover, qu’en tirant du point O, sur le plan ABC, une droite 
OF , avec latpielle SO fasse un angle SOF = b , seconde face donnée de Z : 
3.® <pie celte dioite OF n’a de su|)pléanle qu’OM , parce qu’il n’y a qti’OM 
qui fasse sur OP un angle MOP = FOP ; que par conséipicnt , lonupie -b est 
moyenne entre SOA = <ietSOP, l’angle solide Z , n’est susceptible que de 
deux formes OSAF , OSAM , lesrpielles diOTèrenl l’une de l’autre , tant par 
leurs faces AOF , AOM , que par deux de leurs angles spaciaires , et en 
])articulier par SOFA, SOMA , dont l’un est complément de l'autre à deux 
angles droits. J'ajoute que lorsque la face b est égale à SOP , angle plau de 
l’angle spaciuire SOA^=B, les deux formes OSAF , OSAM se réduisent à 
une OSAP, et que , soit que b soit égale à SOA=a== 90®, soit que 6 >S 0 A , 
soit enfin que b SOP ; Z n’osl susceptible d’aucune forme , parce qu’eu ce 
dernier cas , il est impossible de tirer du point O , sur le plan ABC , une 

droite qui fasse avec SO un angle plus petit que SOP Quant à la «ptcslion 

0 = 90®, é=6? je commence par donner à l’angle plan S0A = 9O® = 
O, telle inclinaison sur le plan ABC, que l’angle spaciaire SOAB soil=B, 
puis j’observe l." que la construction de Z ue peut s’achever, qu’en ti:ani du 
point O, sur le plan ABC, une droite OT , avec laquelle SO fasse un angle 
SOT=é>, seconde face donnée de Z : a.® que celle droite n’a de suppléante 
qu’OL; parce qu’il n’y a qu'OL , qui fasse sur OB un angle LOB = TOB ; que 
par eonséi{uent , lorsque b est moyenne entre SOA = a == 90® el SOB ; l’angle 
solide Z n’est susceptible que de deux formes OSAT , OSAL , lesquelles 
difTcreni l’une de l’a tare , tant, par leurs faces AOT , AOL, que par deux de 
leurs angles spaciaires, cl en particulier par 80 TA, SOLA , dont l’un est 
complément de l’autre à deux angles droits. J’ajoute que lorsque la face b 
est égale à SOB, angle plan do l’angle spaciaire SOAB = B les deux formes 
OSAT, OSAL se réduisent à une OSAB ; et que, soit que b=; SOA =>« — 90* 
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&oîl fjne 6 SOA , wil enfin que 6 ^ SOB , l’angle solide Z n’est suscep- 
tible il’anciine forme, parce qu’en ce ileinier cas, il est inipossible de tirer du 
point O, sur le plan ABC , une droite <jui fasse avec SOun plus grand angle 
que SOB. 

Je passe aux questions de la troisième couple B<C 9 o”, a < go*, b — bl 
fig. jga%B>go*, a d^go", i=6? et dans le dessein île répondre à la première, 
je commence par donner à l’angle plan SOF = n <Cgt)° , telle iaclinaisou sur le 
plan ABC, que l’angle spaciaire SOFP soilsrsBdlgo'’ , puis j’observe l.“ «pie 
la construction de Z ne peut s’achever, qu’en tirant itu]iointO, sur le plan 
ABC , une droite OE, avec laquelle SO fasse un angle SOE =b , seconde face 
donnée de Z : a.** que cette droite n'a de suppléante qu'OX , parce qu'il 
n’v a qu’ON qui fasse sur OP on angle NOP =. EOP , que par eonsérpient , 
lorsque b est movenne entre a et SOP , Z n’est susceptible que du deux 
firmes OSEE, OSPN , les(|uelles diffèrent l’une de l’autre , tant par leur» 
faces FOE , FON , que par deux de leurs angles spaciaiies, et en particulier 
par SOEF , SONF, dont l’un est complément de l'autre à deux angles droits. 
Troisièmement j’observe , qu’il y a trois cas dans lesquels l’angle Z n'est sus- 
ceptible que d’une forme ; Le premier , dans lequel la face b est = SOP ; 
parce qu’alors les deux formes OSFE , OSFN sc réunissent en OSFP : Le 
second , dans lequel b , seconde face donnée , est égale à la première a j 
parce qn’alors les ligues OE , ON coïncident, la première avecOF, la seconde 
avec OM , inclinée sur OP comme l’est OF ; que par conséquent , QBFM 
est le seul angle solide qui puisse représenter Z : Le troisième enfin , dans 
lequel , la face b est plus grande que SOF — «j , mais plus petite que SOI = 
l8o.® — O, parce qu’alors , bien «pjHI soit possible de tirer du point O, sur 
le plan ABC , deux droites OR , OQ, avec lesquelles SO fasse des angles SOR , 
SOQ éganx à 6 ; toutefois OQ tombant du côté opposé ii celui sur lequel il 
faudroit «{u’elle tombât, pour que l’angle solide OSFQ représentât Z ; il n’y 
a en effet qu'OSFR qni le représente. J'ajoute qu'il y a trois cas dans lesquels 
l’angle Z n’esl susceptible d’aucune forme : Le premier , dans lequel , la face 
b est = 1 8 o° — «I = SOI ; parce que Z ne peut être représenté , ni par OSFI , 
qui est une surface plane , ni par OSFA , qui substitue à fi_, son angle de 
suite i8o“ — B: Le second, «lans leqnel l8o“ — a = SOI; parce que les 
deux lignes qui , tirées du point O , snr le plan ABC ,> fout avec SO des 
angles égaux à ô, tombent du côté opposé à celui sur lequel il faudroit qu’elles 
tombassent , pour qu’il «n résultât des angles solides c.apables de représenter 
Z : Le troisième enfin , dans lequel , la face b est plus petite que SOP ; parce 
(|u’il est impossible de tirer du point,' O , sur le plan ABC ,' une droite avec 
Ia(;uelle SO fasse un plus |>etll augic que SOP. 
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Mais Æra-t-on , L’angle SOP n'est pas du nombre des données P, a,h ; 
par conséquent on ne peut savoir s’il est égal ii b , ou s’il est plus grand , 
ou s’il est plus petit que b. Je repon I* que quoique SOP ne soit pas du 
noiiil>i e des douudcs , on peut cependant le cun^lruire au niojon de deux 
de ces duiiiu-cs B, a, ii.'’ 3 ao ; que par coiise'quent on peut s*assuier s’il est 
e'j;al à b ou s’il eu dinT-re eu plus ou en moins. Cette difficulté sc représentera, 
quand je lu’uccuporai des ipiestions qui suivent celle-ci} mais la réponse que 
je viens d’j faiie me dispensera de la renouvcller. 

Quant i\ la question B ^ 90°, <i ■<[ 90*, 6 = 6 ? je commence (fig. 19a) par 
donner à l'angle plan SOF — a, telle inclinaison sur le plan ABC, que l’angle 
spaciaire SOFB soit= B , puis j’observe i.*' que la construction de Z no ^)eut 
s’achever, qu’en tirant du point O , sur le plan ABC, inc droite OT avec 
laquelle SO fasse un angle SOT = b , seconde face donne'e de Z : 3.“ que 
cette droite n’a de suppléante qn’OL , parce qu’il n’y a qu’OL tjui fasse sur 
OB un angle LOB=TOB; d’où je conclus, que lorstpie la face b est moyenne 1 
entre SOI = 180® — a cl SOB , l'angle solide Z n’est tu ceplible que de deux 
formes OSFT , OSFL , lesquelles diirèrenl l’imo de l'autre , tant par leurs 
faces FOT , FOL , que par deux de leurs angles spaciaires , et en particulier 
par SOTF , SOLF, dont l’un est compléincnt de l'autre à deux angh s droits,. 

Je fais une troisième observation, c’est rpi’il y a trois cas dans lesqueL l’angle 
Z n’est susceptible qne d’une forme : Le premier dans Icijuel la face h est 
égale à SOB ; parce qu’alors , les deux formes OSFT ; OSFL se réunissent 
en OSFB ; Le second , dans lequel , la face b est plus grande que la face 
a = SOF, mais plus petite qne 180 ® — a = SOI ; parce qu’alors, bien qu’il 
soit possible de tirer du point O, sur le plan ABC , deux droites OQ, OR, 
avec lesquelles SO fasse des angles SOQ , SOR égaux à b ; toutefois OR 
tombant du côté opposé à celui où il faiidroit qu’elle tombât , pour que l’augle 
solide OSFR représentât Z ; il n’y a en eQ’et qu’OSFQ qui le représente : 

Le troisième enfin, dans lequel, ô = SOI= 180® — o; parce que OA, in- 
clinée sur OB comme l’est 01 , fournil seule un angle solide OSFA repré- 
sentatif de Z. J’ajsnic qu’il y a aussi trois cas ilans lesquels l’angle Z n’est 
susceptUile d’aucune forme : Le premier dans lequel la face b est plus petite 
que la face a SOF ; parce qu’alors , les deux lignes OË , OX , qui partent 
du point O, en faisant avec SO des angles égaux à b , tombent du côté opposé 
i celui où il faudroit qu’elles tombassent , pour qu’il en résultât, des angles 
solides représentatifs do Z : Le second , dans lequel i = a = SOF ; parce 
que la ligne OM , avec laquelle SO fait un angle SOM = SOF , ne fournit 
pas tui angle solide. OSFM 1 capable de représeoter Z : Le troisième enfin , 


Digilized by Google 




300 


O é O M iW B l E É I, É M n N T A I n E. 
dans Icqncl b ^ SOB ; parce rpi’il est impossible do tirer du point O , sur 
le plan ABC , une droite atec latpielle SO fasse uu anj^lc plus grand 
que SOB. 

J’aborde enfin les questions de la qnatiièmc et dernière couple , B 90" , 
go®, b — b'l B]> 90®, o]i>go®, 6 = 6? et dans le dessein de répondre à la 
première , je commence par donner à un angle plan SOU = a , telle liicR- 
naison sur le plan ABC, que l’angle spaciaire SOUP soit = B, puis j’ob'cnc 
l.® que la construction de Z ne peut s’acheter, qu’en tirant tlu point O , sur 
le plan ABC, une droite OE , atec laquelle SO fasse uu angle SOE =6 : 
a.“ que cette droite OE n’a de suppléante qu’ON , parce qu’il n'y a qii’OX 
qui fasse sur OP nn angle NOP = EOP; que par conséquent , lorsqtic 6 est 
nioTenne entre SOV = 180® — a et St)P, l’angle solide Z est stisccptiblc de 
detix formes OSIIE , OSH\ , lesipielles difièreut rime de l’autre , tant par 
leurs faces HOE , HON , qtie par deux angles spacinires , et eu particulier 
par SOEH : SONH , dont l’un est complément de l'atitrc à deux angles droits. 
Troisièmement j’observe , tpt’il y a trois cas dans Icsipiels l’angle solide Z n’c>t 
stisceptible que d’une forme : Le premier dans Icipicl la face 6 est égale à SOP; 
parce qu’alors, les deux formes OSIIE, OSUN .se réunissent en OSIIP : Le 
second , dans leqttel la face 6 est plus petite qtic la face <r = 80 H , mais 
plus grande que }8o® — a = SOV; parce qu’alors, bien qu’il soit possible de 
tirer du point O, sur le plan ABC, deux droites OG , OY , avec Icsqticllcs 
SO fasse des angles SOG , SOY égaux à 6 ; toutefois , OY tombant 
du côté opposé à celui où il faudroit qu’elle tombât pour que l’angle solide 
OSllY^ repri-sentât Z; OSllG est le seul qui le représente : l,c troisième enfin , 
dans lequel 6 = SOV = 180® — a; parce qii’OX , inclinée sitr OP comme 
l'est OV , concourt seule à former un angle solide OSHX représentatif de Z. 
.l’ajoute qu’il y a trois cas dans lesipiels Z ii’esl susceptible d’aucune forme: 
Le premier dans lequel la face 6 est pitts grande que la face <1 = SOIl ; parce 
qu’alors les deux ligues «pii paiiciil du point O, en faisant avec SO des 
angles égaux à 6 , tombent du céité opposé à celui où il faudroit qu’elles 
tombassent , pour qu’il eu résultât des angles reprcfentalifs de Z : Le second , 
dans lequel la face 6 est é-g:de à SOU = SOK : Car l’angle solide OSllK, 
qui rt’sullc de cette supposition , ne peut repivsenler Z ; attendu qu’il oITrc 
deux .angles .spacinires «-gaux à 180® — B, au lieu de les offrir égaux h B ; 
Le troisième enfin , «lans lequel la face 6 est plus |ietite que SOP ; parce qu’il 
est im|>ossible de tirer du [Ktiut O , sur le splan ABC , une droite avec 

laquelle SO fasse un angle plus petit que SOP. Quant à la question 

B‘> 90". O go®, 6 = 6 ? je commence par donner à Panglo plan SOil=i a 
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flo", telle iiicHiiaiiion sur lo pl.iii ABC, que l’anylo spaciaire SOU B soit = 
puis j’obscnc l.° que la coiislrucliun tic Z ne peut s’aclicicr, qu'eu 
liranl du poinl O, sur le |.laii ABC, une droite O T, a\cc laipiellc SO lasse 
lui angle SOT = h : a.° que cette droite u’a de siqipleanle qu’OL , parce 
qinl n’y a qu’OL , qui fasse sur OB un angle LOB .= TOB; d’où je conclus 
que loi"sqiiC b est nioicnnc entre SOII = a cl SOB, l’angle Z n’est susceptible 
tpie de deux formes OSIIT, OSHL , lesquelles dilTèrcnt l’uiic de l’autre, tant 
p.Tr leurs faces IJOT , UOL , que par deux de Icin-s angles sjiaoiaiics , el eu 
particulier par SO I II, SOI.II , qui soûl complcmoiis l’un de l’antre à deux 
angles druits. J’ob.seixc en Iroisicnic lieu , qu’il y a trois Cas cas dans lesquels 
Z ulesl susceptible que d’une forme : Le jireinier, dans lequel la face b est 
égale à l’angle SOB; paice- qii’alui'S , les deux formes OSHT , OSIIL se 
réunissent enOSIIB : Le second , dans lequel la face h est égale' à la face 
«7= son ; parce qu’alors , les lignes OT , OL coùicident, la première atec 
OU, la scromie a\ec OK , inclinée sur OB comme l’est OU ; que par COB- 
séqiieul , . OSilK est la seule forme dont Z soit susceptible r Le troisième 
eiilin , dans lequel la face b est plus petite que la face a = SOU , niais [dus 
grande que l8o® — n = SOV ; parce qu’alors, bien qu’il soit possible de tiier 
du point O, sur le plan ABC , deux droites O/71 , 0/i , avec lesquelles SO 
fasse des angles SOm , SOn égaux à b ; il u’y a pourtant qn'On qui complcle 
iiu angle solide f)SIln représentatif de Z. J’ajoute qu’il y a trois cas , dans 
Icst|uels Z n’est susceptible d’aucune forme : Le premier , dans lequel la lace 
b csl= 180® — a — SOV’; attendu qu’alors, il se réduit d’iinc part à la surface 
plane SHV’, cl de l’aulre part, à OSIIQ , qui subsliuie .à B, son angle d» 
suite 180® — B : Le second , dans lequel b est plus petite que 180"-^ a =: 
SüV; parce que les deux lignes, qui tirées du point O, sur le plan ABC, 
font a\cc .SO des angles égaux >>■ b , tombent du côté opposé à celui où il 
faudruil qu’elles loinliasseut , pour qu’il en résultât des angles représenlalil» 
do Z: Le troisième enfin, dans lequel b est pins grande que SOB; parce 
qu’il est inipos.'ible de tirer du point O , sur le plan ABC , une droite qui 
fasse avec SO un pins grand angle que SOB. 

3aa. Conséquence. Tomes les fols que les données B, a , h, ont déterminé l’an- 
gle solide Z, demiiiiière qu’il fût capable de deux formes, nous avons vu que, 
l’angle que faisoil la face b, sur le ].| au ABC, dans l’une de ces formes, étoil 
le complément â denx druits de l’angle que faisoit la fat-e 6', srir le plan ABC, 
tians l’antre forme : Far conséquent, lorsque deux angles solides à troiïfaccs, 
sont iléierminéspar les mêmes données B, n, û, et que riiii el rantve'se trouvent 
dans le cas de icvclir deia formes; si l’angle que fait b sur ABC, n’est pas 

aÜ 
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Ae môme nom tians le premier que dans le second , ils ne peuvent ni convenir 
ni être simplement antilaières : Si au contraire l’angle que fait b sur ABC, est 
de môme nom dans tous les deux , il est aussi de môme grandeur; d’où il 
^ résulté qu’il ne leur reste que l’allerBadve , de pouvoû' comeuir, ou d’être 
autiluteres. 

B*.5a3. Résumé, qui présente les questions du Prolt. XLIX, dans l’ordre qu’on a 
suivi pour y répondre , et le sommaire des repenses qu'on y a iailes. 

Première question , Baspo*, b = 

JUponte. Z fit lutceptihle d'une infitiiié de formes, quand U face b «it droite. 

Z Q*et( susceptible d’aucune forme, quand U face b o’est pis droite. 

Seconde question , Bsgo*, 

Hép' Z est eoscepiîlde d'une forme', quand 6 est moyenne entre a et i8o*—> a. 

,, Z n'est susceptible d'aucune forme, quand b n'est pas moyenne entre o el x8o*~o« 

Troisième question, Bsgo*, 6=6? 

Jtép. Z est sasccptible d'une forme, quand b est moyenne entre iRo*-— <v et /i. 

Z n'est susceptible d’aocune forme, quand b n'eil pas moyenne entre 180"— a et a* 
Quatrième question, <1=30“, 6 = 6? 

Ziép. Z deux formes, quand 6 est moyenne entre SOP, angle plan de B, et la faee a. 

Z une forme, quand 6=.SOP. 

Z point de foi-me, quand 6<^SOP, qnand 6=<s, et quand 6^a. 

Gnquicme quesilon, B^qo*’, 0=90% 6=6? 

Fl/p. Z deux formes, quand 6 est moyenne entre U face a el SOB, angle plan de B. 

/ une forme, quand 6 = SOB. 

Z point de forme, quand 6^>SOB, quand 6 = 0, et quand 6^0. 

I Sixième question, B^qo*, o<^qo', 6=6? 

JUp, Z deux formes, quand la face b est moyenne entre SOP el la face a. 

Z une forme, quand 6=SOP^ quand 6=0, et quand 6eit moyenne entre a et 180*— a* 
* Z point de forme, qnand 6s^SOP, quand 6=180**— o, et quand 6^180*— a. 

Septième question, B^qo% o<^qo* 6=6? 

JJiÿ. Z deux formes, quand la face 6 est moyenne entre 180^—0 et SOB. 

Z une forme, quand 6=SOB, quand 6= et quand 6 moyenne entreoet i8o*-^é 
Z point de forme, quand 6^0, quand 6 = o, et quand 6^$OB. 

Huitième question, B<C9®*j ^^9^» 6=6? 

Itép. Z deux former, quand la face 6 est moyenne entre SOP et i8o«— o. 

Z une forme, quand 6 = SOP, quand 6= 180"— a, et quand 6 moy.* entre i8o"~*o et <s» 
Z point de forme, quand 6^SOP, quand 6 = a, et quand b*^a, 

I^euvième question, B^qo*, a^qo", bsszbl 
* Z deux formes, quand la face 6 est moyenne entre la face a et SOB. 

Z une {orme , quand 6=SOB, quand 6=0, et quand 6 est moyenne entre i8o*<— isetn» 
Z pelai déformé, quand 6^SOB, quand 6=180*-- Oieiqoeod 6^180*— a. 
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Ja4. Moyennant ce résume, un angle solide à trois faces étant donné , par deux 
de scs faces n, b, et l’angle B hors de ces faces j ou peut répondre à la tjues- 
üoD , Cet angle solide est- il possible ou impossible , et au cas qu’il soit pos- 
sible , admet-il une ou deux formes? Ainsi par exemple, sttpposé ijüc l’angle 
Z soit donué par <j = lo 5 “, i = 8o*, et U résulte de la réponse à la 

qiicstioD BsC^go", éi = 6? que la face fc=8o', étant moyenne entre 

180* — a et a , c’est-à-dire, entre 76 et lo 5 degrés; Z n’admet qu’une forme. 

Mais dira-t-on, si l’angle solide Z étoil donné par ci = g 5 ”, 6 = 80*, et B= 5 o*, 
la réponse à la question B<Cgo°, a^go*, é=:i? feroit connoître 1.® que la 
face 6 = 80’, n’étant pas moyenne entre 180'— n et a, c’est-à-dire, entre 
80 cl g 5 degrés, Z nest pas dans l’un des cas où il n’est susceptible que d’une 
forme: 2.® que la face ù = 8o°, u’etunt pas pins grande que la face o=g 5 *; 
Z u’est pas non plus dans run des cas où il n’est susceptible d’aueune forme; 
que [>ar conséquent il faut recourir aux autres articles de cette réponse, pour 
apprendre quel est le sort de Z. Or ces articles faisant dépendre ce sort, de 
la comparaison de b avec les angles SOP, SOB, qui ne sont pas cxpi imcs en 
degrés ; il ne peut rien en résulter par rapport à Z ! 

Je répoinls que lors qu’occupé de la solution du Prol». XLIX, j’ai parlé 
de l’angle droit , comme contenant go*; ce n’a pas été pour le comparer an 
degré, mais pour le représenter par le signe eommode de go*. En général, 
pcmlant tout le tenis que je me suis oeciipé de cette solution! je n’ai jamais 
considéré les angles sous le rapport qu’ils ont au degré; je ne les ai considérés 
que comme des portions de surfaces planes qu'on pouvoil construire, et appli- 
quer ensuite les unes sur les autres pour savoir quelles étoientles plus grande<r, 
ijuclles cloicnt les plus petites. Celle solution n’est donc relative qu’à des an- 
gles domiés par construction; elle ne répond donc pas à la- question. Lies 
données B, a, b, sont de tant de degrés , de combien de formée Z est-il 
susceptible? mais elle répond à la question, B , a, b sont données par cons- 
truction, de combien de formes Z est-il susceptible? Or les angles SOP, 
SOB peuvent se construire, n.* 520 ; donc ils peuvent se comparer aux angles 
B , a, bj donc toutes les questions renfermées dans k Preb. XLIX sont ré- 
solues. J’ajouterai que , si la Géométrie Elémentaire passe des angles B, a, bf 
• comme donnés par construction , à la construction des angles SOP, SOB; elle 
ne passe cepeuduat pas-, de la graduation des angles B , a, b, à la graduation 
des angles SOP, SOB : Ce passage n’est ouvert. qu'à la. Trigonométrie. 
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PBOBLÉME L. 

n° 5 a 5./?ï comhien deformex un angle solide d trois faces est-il susceptible , quand 
il est déterminé par une face et deux angles spaciaires, l’un sur celte 
face, l’autre en opposition d cette face? 

Z' est un angle solide à trois faces p,q, r, respectivement opposées à ses 
angles spaciuires, 1’ , Q, R j on demande de comliien de formes il est susceptible, 
quand il est déterminé par sa face q , et ses angles spaciaires P , O 7 

Afin de répondre à celle question, je la décompose dans les neuf suivantes. 

^=90”, P=9o*, Q=Q? 9=90", P<90*, Q-î=Q? 9=90*. P>90”, Q=Q? 

9<9 o’i P= 9"‘. Q=Q7 9<9»". P<.9n'> Q=Q? 9<9«°. P>9°“. Q=Q? 

9>90"> P=9“% Q=Q7 9>9°“. P<9°% Q^Q? 9>90’. P>9°*. Q=Q? 

Par la preinicre desquelles on dentandc , de comliicn de formes Z' est sus- 
■ ccptible , qnand sa face q , est de go” , son angle spaciaii c P, de go“ et son angle 
sjiaciaire Q, de la grandeur qui lui convient comme tpianlitc donnée, sans autre 
aslricüon. Par la seconde desquelles ç=go“, P<^go“, Q=Q? l’on demande , de 
combien de formes Z’ est susceptible, quand sa face q est de go”, son angle P, 
plus petit que 90”, et son angle Q, de la grandeur qui lui convient comme quan- 
tité donnée , sans autre astnclion. Et ainsi des autres. 

Je remarque ensuite, que si l’on isole la première de ces neuf questions, 
les suivantes peuvent se coupler de manière , que celles de cliaqiic couple 
aient des soluiiuMs fort ressemblantes; c'est pourquoi je les couple en elfcl 
de celte manière , afin qtte le lecteur éclairé par la solution de la première 

question de cbuqiic couple , saisisse plus aisément la solution de la seconde. 

• 

ti”” couple, composée des qupsiions a. 3 ^=90*, Psî^tjo'’, Q=Q? 9=90", P^>90", Q==Q? 

couple, composée des questions 7 P=9o", Q=Q? y^>90', P=9o", Q=Q ? 

S."* couple, composée des questions 5. 8 9<[9o”, P<|[9o'’, Q=Q? 9i>9o“, P<C9‘’”> Q==Q ? 

4.*" couple, composée des questions 6. 9 l’i>30", Q=Q? 9>gn^ PÜ>9o”,Q=Q? 

De ces préliminaires , je passe à la solution de la question isolée, savoir, 
Ÿ=go”, P=go”, Q=Q? et supposant ( Cg. 19s ) , que l’angle SOP soit droit, 
afin qu’il représente la face y=go', et que l’angle spaciaire SOPA représente 
P=go°; j'observe 1.” que la construction de Z' ne peut s’aclicver, qu’en 
tirant du point O, sur le plan ABC, une droite OE, avec barpielle SO déler- 
miue un plan SOE, dont rmelinaison sur ABC soit égale à 0 t *•“ t|nn par 
«iipposilion , l’aÿjgle plan SOP, étant à la fois droit et perpendiculaire au plan 
ABC; SO est aussi perpendiculaire à ABC; que par conséquent, tous les plans 
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qui passent par SO, sont porpondiculaiies au pluu ABC, et parlant, que >i 
l’an"le Q n’csl pas droit; Z ne peut se coiislriiire : que si l’angle Q est droit, 
Z' peut se construire d’iuic infinité do manières et resétir une infinité de formes, 
qui dilTèrciit les unes des autres, tant par la face qu’elles ont sur le plan ABC, 
que par celui de leiii-s angles spaciaires qui est opposé à cette face. 

Je continue par les questions de la prcniièro couple ÿ — 90’, P<Cqo',Q=Q, 
ç=go*, P^qo", 0=Q? et commençant par la première, je suppose ( fig. 192 ), 
que l’angle droit SOA, représente la face ç===9o’, cl que le plan île cet angle 
soit incliné au plan ABC, d’une quantité SOAP==P<^go*. Pobsene ensuite, 
que la construction de Z’ ne peut s’acbever, qu’en tirant du point O, d.ans 
la moitié de plan APC, une droite, avec laquelle SO détermine iin plan in- 
cliné sur ABC, de la quantité Q: Car quelle que fût la direction OH, d’une 
droite tirée du point O, dans la moitié de plan ABC; l’angle solide OSAII 
rpii en résulleroit , ne représenteroit pas Z* , attendn que l’angle spaciaire 
SOAB = i8o* — P, y prcndroil la place de l’angle spaciaire SOAP=P. C'est 
pourquoi, ne faisant attention qu’aux lignes OR, OV , OM, etc., tirées du 
point O dans la moitié de plan APC; je vois d’abord que toutes ces lignes dé- 
terminent avec SO des plans SOR, SOV,SOM, etc. , dont les incKnuisons sur 
le plan ABC, croissent continûment , depuis SOCP = P, jnsipi’àSOAB=l8o'’ — P; 
que par conséquent , U n’est aiicim des angles solides à trois faces OSAR , 
OSAV , OSAM, CIC., qui n’oppose à la face SOA = y = go*, un angle s|ta- 
flalre Q, différent de tons ceux que les autres lui opposent; et partant, que 
tant que la grandeur de Q est moyeime entre P et 180” — P, l'angle sididc Z' 
li’cst susceptible que d’une forme; qnc lorsque Q devient égal h l’une ou i 
l’autre des limites P et 180“ — P, 7 ! n’est susceptible d’auctnic funne; et qii’cn- 
fin, lorsqtic Q sort de ces limites, Z' n’est non plus stisccplililc d’aucune forme; 
parce qu’il est impossible, qu’aucun des plans qui passent par SO, fasse sur 
ABC un angle plus jietii que SOAP==P, ou plus grand que SOAB— 180* — P. 
Quant h la rptestinn P]>.go*, Q=Q? je suppose ;(ig. 192 ), que l’an- 

gle droit SOA rc|)résenlc la face 9=90”, cl que le j-lan de ctt angle fasse sur 
ABC un angle spaciaire SOAB = P;> go”. J’observe ensuite, qtte la construc- 
tion de Z' UC peut s’acltever, qu’eu tirant du point O, sur la moitié ilc |ilan 
ABC , une droite, avec laquelIe^SO détemiinc im plan incliné sur ABC , de la 
quantité Q: Car quelle que fût la direction OF, d’une droite tirée du point O, 
dans la moitié de plan APC l’angle solide OSAF qui en rcsnltcroit, no repré- 
senteroit pas Z'; attendn que l’angle spaciaire SOAP=i8o’ — P, y prendroit 
la place de l’angle spaebire SOAB=P; c’est pourquoi nC faisant nltcntion qu’aux 
ligues OG, OU, OT, Ole.', qui sont tirées du point' O dans la moitié, de plan 
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ABC; je vois il’abori] que ces lignes déleriiiiucot avec SO, des pbius SOG , 
SOU, SOT, etc., dont les iuclinaisons sur le plan ABC, décroissent coiiliuît- 
ment, depuis SOAB=P, jusqu’à SOCP=j8o° — P j que par consL^|iieni , il 
n’csl aucun des augles solides, à trois faces OSAG, OSAIl, OSAT, etc. , 
qui n’oppose à la face SOA = ç, un angle dilTe'rcnl de ceui que lui opposent 
les autres, et partant, que tant que la grandeur, de Q est moyenne entre 
180* — P et P, l’angle solide Z' n’est susceptible que d’une forme: que lors- 
que Q devient égal à l’une ou à l’autre limite 180” — P et P, l’angle solide Z' 
n’est susceptible d’aucune forme; et que lorsque Q tort de ces limites, Z' n'est 
non plus susceptible d’aucune forme; parce qu’il est impossible qu’un plan 
qui passe par SO, fasse sur ABC un angle spaciaii e plus petit que SOCP=i8o’' — P, 
ou plus grand que SOAB = P. 

lifmme. Pour foc'Jiter la solution des questions suivantes, j’observe que 
deux droites OC , OQ (Gg. 192) , gui font sur 0.4 des angles égaux , CO A 
= QO A déterminent avec SO deux plans SOG, SOQ , également inclinés 
au plan ABC : Car prolongeant GO eu R , les angles opposés au sommet 
GOA, ROC sont égaux; par conséquent les angles QOA, ROC le sont aussi. 
Mais l’angle spaciairc SOGP, est le meme que l’angle spaciaire SORP, et par 
le n.*3oj , les angles spaciaires SOQP, SORP sont égaux; doue SOGP = SOQP; 
donc deux droites également iuclinccs sur OA ou sur OC, déterminent avec 
SO des plans également inclinés sur ABC. ^ 

Je reviens aux questions proposées, par celles de la seconde couple ÿ<C90% 
P=90% Q=Q? ç>go’, P=go“, Q=Q? et dans le dessein de répondre à 
la première , je suppose (Gg. 192), que l'ongle aigu SOP , dont le plan est 
perpendiculaire au plan ABC , représente la face ÿ<^90°, et que l’angle spa- 
ciairc droit SOP A, représente P=90°. J’observe ensuite, que la construction 
de Z' ne peut s’achever, qu’en tirant du point O, sur le plan ABC, une droite, 
qui détermine avec SO un plan incliné sur ABC, de la ^anlilé Q. Or comme 
il est iudilTérent , que cette droite soit tirée dans la moitié de plan PAfi, 
ou dons la moitié de plan PCB; je la suppose tirée dans PAB, et je dis : 
Toutes les droites OË, OF,OX, etc., qui, dans cette moitié de plan, vont 
deptûs OP jusqu’à OA , en faisant toujours de plus grands angles sur OP même , 
déterminent avec SO des plans SOË, SOF, SOX, etc.., dont les angles sur le 
plan ABC diminuent coutinûmeut , depuis l’angle droit SOFA, jusqu’à l’angle 
SOAP , qui a pour augle plan SOP = y : Toutes les droites OQ, OU , OT , etc. , 
qui, depuis OA vont jusqu’à OB, en faisant toujours de plus grands angles sur 
OA-même , déterminent avec SO des plans SOG,SOH, SOT, etc. dont les 
angles sur le plan ABC^ ereisseut continûment, depuis SOAP jusqu’à S0BA=9O*; 


Digitized by Google 


GÉOMÉTRIE ÉLÊMENTAIBB. i07 

par eniMC(|iient, l'angle suli^le Z' est susceptible de deux roraies, tant que 
l’angle Q est de grau, leur moyenne entre SOAP et SOPA. Or deux quelcon- 
ques de CCS formes OSQP,OSGP, résultent de deux droites OQ, OG, ega- 
lement iucliures sur OA , et lorsque Q=SOAP , ces formes comienneiit ascc 
OSA P, et n’eu font plus qu'une. J’ajoute qu’il y a trois cas dans lcs<|iicls l’uugle 
solide Z' n'est susceptible d'aucuue forme : Le premier , dans lequel Q est 
plus |Mîtit que SOAP; attendu qu’il est impossUtle de tirer du point O, sur 
le plan ABC, une droite qui détermine asec SO, un plan plus incline' sus ABC 
que le plan SOA : Le second, dans lequel Q=90*; parce qu’alors une tecondc 
lace de Z" coïncide avec sa face SOP , ou avec SOB : Le troisième enfin , 
dans lequel Q n’est pas pins petit qnc 90®; parce qu’une droite quelconque OT, 
tirée du (loint O, dans la moitié de plan PAB, dcicrm'me avec SO un plan 
SOT, qui fait sur ABC un angle SOTP jdus petit que 90“. Quant à la 
question 7^90", P=go”, Q==Q’.’ je suppose (fig. 192 ), que l’angle oittiis SOB, 
dont le plan est pcrpcndicitlairc au plan ABC, représente la face 7^90“, et 
que l’angle s[>aciaire SOBA repré.seule l’angle P=90”, pii'is j’ubsenc : que la 
constniction de Z* ne peut s’achever, qu’en tirant du point O , sur le plan ABC, 
une droite qui détermine avec SO , un plan incline sur ABC , de la quantité Q. 
Or eomme il est indilférent, rpie cette droite soit tirée dans la moitié de plan 
PAB, ou dans la moide' de pl.in PCB ; je la suppose tirée dans PAB, et je 
dis : Tontes les droites qu’on peut tirer du point O , dans celte moitié de 
plan, en leur faisant toujours faire de plus grands angles sur OP, détermiucut 
avec SO des plans dont les angles sur ABC, en face de SOB, croissent con- 
tinûment depuis SOPA jnsqu’à SOAB ; apres quoi ces memes angles décrois- 
sent continûment, depuis SOAB jusqu’à SOBC; par conséquent Z’ est suscep- 
tible de deux formes, tant' que l’angle Q est de grandeur moyenne entre go* 
cl SOAB; et ces deux formes se réduisent à une lorsque Q = SOAB. J’ajoute 
qu’il y a trois cas dans lesquels Z* n’est susceptible d'unciiuc forme : Le pi c- 
micr, dans lequel Q est pins grand que SOAB; parce qu’'il est impossible de 
tirer du point O, snr le plan ABC, une droite, qui détermine avec SO an 
plan plus' oblique à ABC , que le plan SOA : Le second , dans lequel Q=go*; 
parce qu’alors, une seconde face de Z* coïncide avec sa face SOB, ou avqc 
SOP : Le troisième enfin, dans lequel Q n’est pas plus grand qu’un angle droit; 
parce qu’une droite quelconque OU, tirée du point O, dans In moitié' de 
pion PAB, de'lermine avec SO un plan SOH, qui Coït sur ABC, en Étce de 
SOB , un angle obtus SOUB. 

Je passe â la solution des questions de la iroiâènie couple 7 < 9 <>*» P<^90*i 
5ia»Q? 7 > 90 *,‘ P^Cgo*» Q=iQ? et commençant par là première, je donne 
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à im angle plan SOI’’ </ go® ( fig. iga ), telle iiicilua'üion sur le plan ABC, 
<]tic l'angle spaciaire SOFl’ soit saal’-'Cgo®; Je prolonge ensuite FO en I , et 
j’ultsertc ; <pie la constrncliou de Z’ ne peut s’acliever , (pi’cn tirant du point O, 
sur le plan ABC, une droite (jui détermine a\ec 80 , un plan incliné sur ABC, 
de la quantité' Q; qu’il faut pourtant exclure du notiilirts de ces dioites, 
celles qtiî loniLeroient conmie OQ, dans la moitié de pLiti FAI : Car lors même 
que Fanglc plan SOQ, scroit incline' au plau ABC, de lu quantité Q, il ne 
l'ornieroit pas avec SOF, et FOQ un angle solide OSFQ représentatif de Z'; 
aticiidii que OSFQ substitue à l'angle spaciairc SOF’P = P, son angle de suite 
S 0 FB=i 8 o®— P. 

Puis iloni' que ce n’est qu'avec des droites OK , OY, OC, etc. , tirées dans la 
moitié de plau FCI , que SO peut déterminer des plans S(JK , SOY, SOC, etc. , 
qui fourutsscut une face à des angles capables de représenter Z'; voyons qticis 
sont les cas où les données y<T90“. P<C90®, Q = Q, restant les mêmes, trou- 
vent place dans dettx de ces angles solides^ quels sont les cas où clics ne 
trouvent place que dans un seul^ et ciifiu, quels sont les cas où elles ne trou- 
vent place dans aucun d’etix. 

A cet cllét ( fig- 193), j’incline ON sur OC , comme 01 est iiicUuéc sur 
OC-mènie, et j’obterve : que lorstpie deux lignes OK, OM , tirées, rime dans 
l’angle lOC, l’autre dans l'angle N OC, fout snr OC des angles égaux, les angles 
s[iaciaire$ SOKP, SOMP sont égaux; que par conséquent, les données 9, P,Q 
sont de même grandeur dans les deux angles solides OSKF, OSMF; et par- 
lant, qti’cn général, Z' admet deux formes, quand sou troisième coté tombe 
dans les angles lOC , NOC ; attendu (pic dans l’un il peut prendre sur OC, 
la même inclinaison que dans l’autre. J'ajoute premièrement, <|uc dans cetlo 
circonstance, les angles spaciaires rcpréscnlatil’s de Q savoir, SOKP, SOMP, 
sont jdus petits que SOIP=SüFP=Pc^gO°, mais plus gninds que SOCP. 
J’ajoute secondcnictii , que les deux formes OSKF , OSMF, dont Z' est sus- 
ceptible, opposent à l’angle P, des faces iSOK, SOM, dont l'une est complé- 
ment de l’autre à deux angles droits : Car l’augle'KOC, étant égal à l’angle 
MOC; si on prolonge KO en X , l'angle XOA est égal à son opposé au sommet 
KOC; par conséquent XOA = MOC et XOP = MOP. Mais d’un côté SOX= 
180" — SOK, et d’un autre côté SQX = SOM; donc SOM = i8o® — SOK. 
Trolsièmcmcul j’ajoute, tpi’ll y a trois cas dans lesquels Z' n’est susceptible 
que d'une forme : Le premier dans lequel le troisiènie côté de Z' coïncide 
avec OC; parce qu’alors les deux formes OSKF , OSMF se réunissent en OSCF : 
JLc second dans lequel les côtés OK, OM, s’écartent'à tel point de la ligue OC, 
que le premier coïncide avec 01, et le second avec Orf ; parce qu’alurs l’angle 
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Z' csl bien rpprcsenle par OSNF , mais ne l’est pas par OSIF ; l.e irolhicmo 
enfin, dans lequel le irolsléine côté de Z' tombe dans l’angle NOF; parce 
que les lignes tirées du jioiul O dans cet angle , en leur faisant lonjours faire 
de plus grands angles sur ON, déterniincnr avec SO des plans, dont les 
angles sur ABC, en opposition à la face SOF, croissent continâniont, dejiuis 
la limite SONP = P, pis(|u’à la limite SOFB = i8o® — P; d'où il suit que tous 
les angles solides OSPF, OSEF , cte., donnent a Q des valeurs dlflei entes ,’ 
moyennes entre P et i8o“ — P; qu’en ce ras par conséquent, Z' n’est suscep- 
tible que d’nne forme. Quatrièmement enfin j’ajontc , que Z' n’est susceptible 
d’aucune forme, quand Q est plus petit que SOGP, quand il est égal à l8u° — P, 
et quand il est plus grand que 180" — P. — Quant à >a question y]>>go”, P<C<jO*, 
Q=Q? je eommcncc par donner à un angle plan SOI!=;jp, telle inclinaison 
sur le plan ABC, que l’angle spaciaîre SOUP soit =:Pj je prolonge ensuite 
HO en V, et j’observe : que la construction de Z' ne peiifs’acbevcr, qu’en 
ûraul du point O, sur le plan ABC, des droites, qui 'déterminout avec SO 
des plans inclinés sur ABC, de la quantité Q; qu’il faut pourtant exclure du 
Bonihrc de ces droites, celles qui tonibcroicut , comme OK, dans la muitii 
de plan IIBV Car lors même que l’angle SOK seruit incliné sur ABC^ do 
la quantité Q , il ne formeroil pas avec SOH et HOK , un angle solide OSllK, 
re|>réscntalif de Z' ; attendu <|u'OSlilC suljstitue l'angle spaciaîre S 011 ilL= 
180“ — P, à l’angle .spaciaîre SOIiP=P.. 

Ptiis donc que ce n’est qu’avec des droites OM , ON , OP , cto. , qui tom- 
bent dans la moitié de pliiii llPVy que SO peut déterminer des plans SOM , 
Sf)N,SGP, etc., qui fournissent une face à des angle, capables do repré- 
senter Z’; c’est le ninment de spécifier les cas ilans lesquels, les données 
P<^go®, Q=;Q, restant les mêmes, trouvent place dans' deux de ceS 
angles solides; les cas dans lesquels elles ne trouvent jiluoc qu’eu l’un d’eux; 
et enfin les cas dans lesquels elles ne trouvent place en aucun d’eux.- 

A cet elfet, j’incline OX sur OA, comme OH l’est sur OA-même, et j’ob- 
serve : que lorsque les, lignes OG, OQ, tirées, l’une' dans l’angle UO.V, l’autre 
dans l’angle XOA , font sur OA des angles égaux; les angles spaciaircs SOGB, 
SüQB sont égaux ; qtic par conséquent , les données P<;go®, QœQ, 

ont mêmes grandeurs dans les angles solides OSHG, OSIIQ, et partAnt, que 
Z' admet deux formes, quand sontroisièmecOté, tombe d’une part dans l’angle 
HOA, et de l’antre part, dans l’angle XOA, en faisant dCs angles égaux sur 
OA. J’ajoute premitiement, que dans cette circonstance, les angles sp-aciaites 
représentatifs de Q , savoir SOGB, SOQB , sont pins grands que S011B=i8o°— P, 

‘ toais plus petits que SOAB. J’ajoute secondement , que les deux formes ÜSllG, 

■x? 
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0?HQ (loni ’£ est susceptible, opposctil à l’angle P des faces SOG, SOQ, 
complcireiilaires l’une de Paiiire à deui angles droits, ailcudu (|u’OG faisant 
sur OA le nuliiie angle qii’OO, sou prolongciuenl OU fait sur OP le même angle 
qu'fK); d’où U l■cslllte que d’une part SOU=SOQ, cl que dc"l’aiilrc part, 
SOU=l8o'’ — SOG; tpic par conséquent SOQ=l8o“ — SOG. TroLâéntc.'iionl 
j’ajoute, qu’il y a trois cas dans lesquels '£ n’est susceptible que d’iuic forme : 
Le premier, dans lequel le troisième côte tic ’£ coïncide avec OA; parce 
qu’alors les deux formes ÜSIIG, OSHQ se réunissent en OdIl.V; Le second, 
dans lequel les lignes OG , OQ , s’écartent à tel point de la ligne OA , que 
la première coïncide avec OH, et la seconde avec OX; d’où il résulte que 
l’angle solide '£ peut bien être représente' par OSIIX, mais ne peut l'èirc par 
O.SI1H ; Le troisième, dans lequel le lio'isième côté de £ tombe dans l’angle 
XOA ; parce que les lignes tirées du point O dans cet angle , en leur faisant tou- 
jours faire de idiis grands angles sur OV, déicrmineiil avec OS des plans , dont 
les angles sur ABC, en opposition à la face SOIl , croissent coutinônient , de- 
puis la liroilc SO\ P = P, jusqu’à la limite SOHB=*=l8o" — P; d’où il résulte , 
que tous les angles solides OSJllI , OSXII , OSPII, etc., donnent à Q des va- 
leurs dill’ércntes, moyennes entre P et 180" — P; qtie par conséquent '£ ii’est 
susceptible i|uc d’une forme, dans la circonstance spéciliéc. (Quatrièmement, 
enlin j’ajoute , que '£ n’est susceptible d’aucune forme, lorsque (Q est plus grand 
que SOAB, lorstpie Q est égal à P, et lorsque Q est plus petit que P. 

J’aborde cnGn les questions de la dernière cotqilc 0=Q? 

ç^go” , P^go’, QciaA)? et commençant par la première, je donne à un 
angle [daii S(ÏF=;(jr ( fig. iqa), telle inclinaison sur le plan ABC, que l’angle 
spaeiairc SOI' B soii = P; je jirolongc ensnite b'O en 1 , et j’observe; (pie la 
construction do £ ne peut s’ocltevcr, (pi’eii tirant du point O, sur le plan 
ABC, des droites, ipii détcruiinent avec SO des plans inclinés sur ABC, delà 
quantité Q; qu’il faut pourtant exclure du nombre de ces droites, celles qui 
toniberoient, comme OR , dans la moitié de plan l’’CI : car l’angle pl.vn SOR, 
seroil incliné sur ABC', de lu qu.mtité Q, qu’il ne formeroit pas avec SOP 
et l'Oll, un angle solide OSFR, capable de représenter Z' ; attendu que OSFR 
sub.-.tilueroil à l’angle spaciaire SOFB — P, l’angle spaci.aire SOFR=l8o® — P. 

Puis donc que ce n’est <pi’avcc les droites ÜT, 011 , OG , etc. qui tombent 
dans la moitié de plan FAI , cpic SO peut déterminer des augles plans SOT, 
son, SOG, etc. qtii fournissent une face à des angles représentatifs de Z'; 
vot ons en (pie.I cas les données Q^Q > restant les memes , 

penvent trouver place dans deux de ecs angles solides; en quels cas , elles no 
peuvent trouver place (pie dans un seul ; et cuCu en quels cas , elles ne peu-, 
vent trouver place dans aucun d’eux. 
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A cct effet 193) inefiaons O/i snrOA, comme OF esl iiiclim'c sur ('.1 
nié me , et ol)ser^ons : que lorsque les lijjnes 0 ( 1 , OQ, tirées, rime iFiiis 
AOA , l’autre daus l'aiij;lc F OA, lont sur OA des angles égaux, les angles 
s[iaei:iires SOGP, SOQP étant égaux; les données 7 , P, Q , ont même gran- 
deur dans les angles solides OSGF , OSQF ; que par conséquent Z' est suseeji- 
tible lie deux furiiics , quand son troisième cOlé toinhe d'une part dans l’angle 
/lOA , et de l’autre part dans l’angle FOA , eu faisant sur OA des angles égaux. 
J’ajoute premiéieiuent, que dans celte cii constance , les angles spaciaii es repre' 
eentatirs do Q, satoir , SOdP, SOQP, sont plus jietits que SOAP=SOFP= 
180° — P, niais plus grands ijue SOAP. J'ajoute secondement, que les deux 
formes OSGF , OS(jF dont Z' est susceptible , opposent à fangle P des faces 
SOG, S(X}, complémentaires runc de l’autre à deux angles droits; allcndii qi;c 
GO , faisant sur OA le même angle qn’OQ, son prolongement OR fait sur OP 
le même aiiglo qii’OQ ; de %arte que d’uue part SOR=SOQ; que de l’autre 
part SORz^lSü" — SÜG ; que par conséipienl 80 Q= l8o“ — SOG. Troisiinic- 
niCHl j’ajoute, qu’il y a trois cas dans lesquels Z' ii’cst susceptible que d’iirio. 
forme: le premier, ilans lequel le troisièuie côté de "/' coïncide avec OA; 
parce qu’alors les deux formes OSGF, OSQF se réunisscut en OSA F ; le 
second, dans lequel les côtés OG, OQ s’écartent à tel point do la ligne O.A , 
que le premier coïncide avec 0 /i , cl le second a\ ec OF ; vu qn’alors , l'angle 
Zj est bien représenté par OSAF, mais ne l’est p.as par OSFF : le troisième 
enfin , dans lequel le troisième côté de Z' tombe dans l’arrgle /lOI ; parce qïic 
les lignes tirées du point O dans cet angle , en leur faisant toujours faire de 
plus grands angles sur OA, dclcrmiiicnl avec SO des plans, dont les angles sur 
-ARC, eu opposition à la face SOF, croisrent eonliiiûmcnt , dejuiis la limite 
SOAP=l8o*. — P, jusqu’à la limite S 01 B = P : d'où il suit que tons les angles 
solides OSTF , OSllF , OSLF , etc. donnent à Q des \alcurs différentes ; que 
par conséquent Z' n’est en effet susceptible que d’une seule forme. Quatriè- 
niemcni eiilin j’ajoute , que Z' n’est susceptible d’aucune forme , quand Q est 
plus petit que SOAP, quand Q est égala SOFB = P,et cflfin, qnaudQ est plus 
grand que P. — — Quant à la question P}>90*, (^ = Q? Je conin.eiicc 

par donner .à ui» .angle plan 8011 = 51, inclinaison snr le plan ABC , que 
l’angle spaciairc SOHB soit = P ; je prolonge ensuite HO en ^ , et j’obscnc; 
que la construction de Z’ ne peut s’acbever qu’en tiiant du point O, sur le 
plan ABC, telles droites, qu’elles déierminenl atec SO des plans incbntssur 
ABC, delà quantité Q; qnll faut pourtant excluie du nombre de ces droites, 
celles qui tomberoient , comme OAI, dans la moitié de [>lan HPV : car lor; 
même que l’angle plan SOAI , seroit incliné sur ABC de la rpianlilé Q, il ne 
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p»r conséquent Z* a’esl cffeetiveinenl capable que d’une forme dans le cas 
spécifie. Quatrièmement enfin j’ajoute , que Z' n’est susceplilile d’aucune forme, 
lorsque Q^SOCB, lorsque Q=i8o* — P, et lorsque Q<;;i8o* — P. 

»•* âa;. Conséquence. Toutes les fois que l’angle solide Z* , a été susccpiDile de 
denx formes , la face p qui, dans la première, e’toît oppo.sc'e à l’angle s]<aciaire 
P , s’est moulree complément à deux droits de la face p , qui dans la seconde 
éloit oppose'c à l’angle P. Lors donc que deux angles solides à trois faces , 
sont déterminés par les mêmes données q , P , Q; s'ils sont tous les deux 
dans le cas d’admettre deux formes et que ta face p , soit de même nom 
dans l'un que dans l’autre j ils peuvent convenir ou sont antilatères : si 
la face p n'est pas de même nom dans l'un que dans l’autre y ils ne peu- 
vent ni convenir ni être antilatères. 

n.'‘ Zit.R^tumé des réponses faites aux questions dans lesquelles on a décomposé 

le Problème L. 

Première question, 5=90*, Pr=go», Q=Q 7 
Z' nne infiuité de formes , quand Q est an angle droic 
Z' point de forme , quand Q n’est pu an angle droit. 

Seconde question, y=go', P<^jo“, Q=Q? 

Z' une forme, quand Q est mo^cn entre P et 180° — P. 

Z' point de forme , quand Q n’est pu mojren entre P et i8o* — P. 

Troisième question , 5=90’, P^>90", Q=Q? 

Z' une forme , quand Q est moyen entre 180*,— P et P. 

Z’ point déformé, quand Q n’eal pu moyeu entre 180’,— P et P. 

Quatrième question, ys^go*, P=go*, Q=Q 7 

Rèp. Z' deux fonnea, quand Q est moy°. entre SOâP, dont SOP=ay est Vang. pIan,etSOPA=90*. 
Z' une forme, quand Q=SOAP. 

Z' point de forme , quand Qs^SOAP, quand Q=SOPA=go*, et quand Q^qo*. 
Cinquième question, y 35 » 9 u*, P=90", Q=Q 7 
Rtp. Z' denxlbmsea,quandQettmoy*.entreSOBA=390°,etSOAB,doatSOB=yeStl’ang.pUa. 
Z' une forme , quand Q=S 0 AB. 

2 } point de forme, quand Q]>SOAB. quand Q=SOB Asugo*, «t qnand Qs^90*. 

Sixième question, ys^go, PC^gOj Q=Q 7 
Rip, Z! deux formes, quand Q est moyeu entre SOCP et P, 

Z' une forme, quand Q^SOCP, quand Q=^, et quand Q est moyen entre Pet iBo* — P. 
V point de forau, quand Qe^SOCP, quand Q=t8o* — P et quand Q^t8o°— P. 
Septième question, y^,go, P’^go*, Q=Q? 

Rip. Z' deux formes, quand Q est moyen entre 180*— P et SOAB. 

Z' une forme, quand Q=SOAB, qoandQ=i8o*,— P,etquandQeslmoy'eotrePel l8<r— P, 
Z' point de farine , quand Q^^OAB , quand Q=sP , et quand Q^P- 


Rfponst. 

Rrp. 

Rtp. 
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Huitième qucsliou, P)i>90", Q=Q? 

/leji. 7 ) don» formes, i|uand Q csl moyen enli-e SOAP et i8o"— P. 

Z' une forme, quand Q=SOA P, (juand Q=l8o" — P, el quand Q est mny'’enlre i8o'-P cl P, 
U point de lüruic, quand Q<^SOAP, quand Q=P,rl (juand Q]^P. 

Neuvième question, 7^90°, P^>^o*, Q=< 2 ? 

Rtp 7 / deux formes, quand Q est moyeu entre P et âOAB. 

Z' une forme, quand Q=80AB, quand Q--P, Pt quand est moyen entre 180*— P et P. 
Z' point de forme, quand Q^>S0AB, quand (J~i8o",— P, et quand Q-^tSo"— P. 

3aq. Recherches ultérieures. Quand iî, angjc solide ù trois faces a, b , c, rcs— 
jicctis emeut opposées à scs angles spaciaires A , B , C , ost (léleriuiué par a, b, B ; 
la solution du Prob. XLIX fait coiinoîlrc de conibieti de formes il est suscep- 
tible ; cl de même, lorsipie Z', angle solide :i trois faces P > fj , c , respecli- 
'vemciit opposées à scs angles spaciaires P, Q , B , est déterminé par y, P, Q ; 
la solution dti Prob. L fait coniioîlrc , de combien de formes il csl susceptible: 
.si donc on suppose tjue Z et Z' soient suppléineiitaties l'un de l’autre ; cctic 
supposilioii faisant qne les faces de l’on sont égales une à une air» angles plan» 
des angles de strile dos angles spaciaires de l'aiitie ; on a d’ime part, 0=1180'^ 
— P, 6=180“ — Q, c=i8o“ — R; et de rature pan, /j=i8o“ — A ^ 9=180® 
— B, r=l8o® — C: et fécqtroqnemenl P=l8o"— fl, Q=l8o“ — b, R=l8o® 
— cy A=l8o“ — P J B=l8o° — y, C=t8o” — r. D’où il résnllc que si , dans les 
questions qne renferme le-Prob. XLIX et dans leurs réponses , on substitue à 
fl, 6, B, Ictus valeurs 180“ — P, l8o“— Q, 180“ — 9, elles dciivciU sc transformer 
en questions et réponses relatives aux qiiautilésy, P, Q; que par conséipicnt , 
il se présente ici deux questions nouvelles, savoir, 1“. Quand par la subslilu- 
lioi» des quantités 180“ — P, 180“ — Q, 180® — 9, aux quantités fl, 6, B, l’on 
aura mis les questions du Prob. XLIX sons une seconde forme , relative aux 
qiianlités 9 > P , Q ; ces questions scroiil-eltes les metnes que celles du Prob. L. 
a”. Q. land un adaptera aux questions de seconde forme du Prcdi. XLIX , les 
réponses ijii'il fait à ses ipiestions de première forme ; ces réponses scroiil-cllcs 
d’accord avec celles que le Prob. L fait à scs propres questions ? 

Pour salisfuire à la première des deux questions nouvelles, je metlrai celles 
du Prob. XLX sous leur seconde forme , eu suiv.int l’ordre où elles sc iroii- 
vcui dans le résumé qui les concerne : c’est-à-dire, <jne dans cliacunc d’elles, 
après avoir substitué à <1,6, B leurs valeurs 180“ — P, 180“ — Q, i8o“ — y-, 
je les mettrai sous la plus simple des formes résuhaiHes de celle substitution. 

£11 exéciiiioD de ce dessein, la |>remière tics questions à transformer étant 
B=go“, a=go“, 6 = 6? les substitutions projettées la coovertisscut première- 
remenl en 180“ — 9 = 90“, 180“ — P=go°, 180“ — Q=i8o“ — Q? et secou- 
dcinent, en 9 = 90“, P = go“, 180“ — Q=l8o® — Q? 
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La sccon le question & transformer est B = go“, <i<^9o“, h—bl Les stiltsù- 
tiilions projetées la convortisseiit preiuiéremeul eu itjo” — 9=90“, lÿo» — 
P<;90“, liJo® — Q = l8o“ — Q? et secomlcnieul en q =.90®, l’>90»,^feo“ — 
Q=i8o» — Q? ' 

La troisième est B=f)0*,»a;>.90", h=J> ? Les sujxstittitiuns projetées la con- 
vertissent preiiiièrcmCQt en 180® — 180° — P>90®, 180® — Q=i8o® Q? 

et sccoudemeiit eu ^=90®, P <^90®, 180®— ^=180® — Q? ' 

Les mêmes siiUsiitiiiions transforment sticccssiyctiient • 

l * ' 

la 4 .** question B<;9o', «<=90*, b = h? en ç^go®, P*=3go*, 180’ — QœiBo* — Q? 

la 5 .“* B>go*, 0=90®, i = i? en ï^Cgo®, Pf=9‘>°i >*<0° — Q=^ i8o®— <J? 

la 6.“® B<[go®, <t<^90®, i = o? en 2^90®, P]>90®, iSo” — Q= i8u® — Q 7 

la 7.®^ I' = i? en î<9»A l’>> 90 "i iSo” — <j = l«o"— Q? 

la 8 .“® H<![ 9 '>®, 0^90°, h = h 7 en y^go®, P<^90®, i8o® — QszziSo* — Q? 

la 9.*“ ■ B^go”, b=lt eu 180” — Q-=stRo” — Q 7 

La première colonne Jii taMcau qui suit, présçale les questions dit Proh. 
XLIX sous leur première forme : la seconde les présente sous leur seconde 
forme : la troisième offre les questions du Prob. L, rangées du manière tpi'clles 
ne difl'èrenl que par leur troisième condition, de celles du Prob. XLIX à 
côte de qui elles se trouvent. Les cLiD'res à gaucho du la première colonne 
uiarqncnt la place que les questions de cette colonne occupent dans le rcsiinic 
qui les concerne. Les cliifl'res à droite de la troisième colonne, marquent la 
place que les questions dc cette colonne occupent dans le résumé qui les 
concerne. 

1 B = 90", a = go®, 6 = ft? y=go",P=go*,i8o'— Q=i8o"— Q? y=go®, P=go', Qr=Q ? 1 

a R = go*,o<;go*, è = A? y^go®, P>go®, i8o®— Q=i8o®— Q? 7=90®, P > go», ? ,8 

3 B = go”,a>go®, i = i? 7=90», P<9o*j i8o®—Q= 180"— Q? y=^*, P <9«», Q=Q ? a 

4 Bc^go”, 0 = 90®, i=i? 7>90", P=go®, 180"— Q=i8o"— Q? y > 90®, P^sgo®, (^r=Q ? 5 

5 B>.90®,a = goe, 6 = t? y <go-,P=9()», 180”— Q=i8o”— Q? y <.90®, P^go», Q=Q 7 4 

6 B <^90”, O <^90", bt^b'i y>90',P>9O’, 180“— QffiSo*— Q? y >go", P>go“, 9 

7 B>go', ««c^go®, b = hl y<9O’,P>90®, 180"— Q=i8o'_Q7 y <90*, P > 90", (Ji=Q V 8 

8 B<; 90®, <1^90®, i=A? y>90®, P<go®, 180"— Q--i8o“— (^? y >90®, P <90", Q=Q? 7 

9 B ^ go®, o]>. 90®, fc = i? y<go°,P<go®, 180"— Q=t8o"— Q? y <99®, P 90*, Q=Q ? 6 

.* ® - 

La réponse à la première des deux questions nouvelles est doisc \ que les 
questions du Prob. XLIX, mises sous leur seconile forme et prises unc-à-une, 
ne différent des questions du Prob. L^ que par leur troisième condition , sa- 
voir, 180® — Q=i8o® — Q (tour lej unes, elQ^Q pour les autres. Reste à 
répondre à la seconde des deux, queslioas nouvelles : C’cst-àrdÙ'Ç} * convertir 
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•• prcalablcnicnt Ita réponses aux questions <Ie première forme, -en réponses aux 
questions de seconde forme du Prob. XLIX , et à comparer ecs secondes 
réponses, à celles que fait le Prob. L atix questions qu’il renferme. 

Comme c’est en substituant i a, 6 , B leurs valeurs 180" — P, iSo” — 0 , 
180“ — ç , que l’on a converti les queslion^dc première forme du Prob. XLIX 
«U ses questions de seconde forme ; c’est par les mêmes substitutions , que l’on 
convertira les réponses que fait ce problème à ses questions de première forme, 
en réponses à ses questions de seconde forme. Mais ayant c”ard à ce que cette 
couverslon uc présentera pas d’abord les réponses désirées , sotis leur former 
r la plus simple; il est à propos de faire précéder un leninie, au nioyetr duquel 
' ■ ' on puisse les mettre incoutiiient sous celte forme r Ce Icnime porte, que lors- 
qu’un angle A, est moven entre deux outres angles B,C, sou complément i ^ 
deux droits l8o“ — A , est moven entre 180" — B et s8o" — C, complémens à 
deux droits de B , C. La raison en est que ]mis<|.ue par siip|)osilion A<CB 
et A>C; û de l’égalité i8o®=j8o“, l’on rclraiiclic l’inégalité A<CB, il reste 
j8o* — A^ i8o* — B : Si de l’égalité i8o"=^i8o", l’on rctranclie riiiégalilé 
A^C, il reste l8o* — A<^i8o” — C; d'où il résulte qu’clfectivement 180® — A 
est moyen entre 180®' — B et 180" — C. 

Cela posé, je passe à la conversion des réponses aux questions de première 
forme du Prob. XLIX, en réponses à ses questions de .seconde forme, et j’y 
procède en suivant l’ordre dans lequel les réponses à convertir se snceedent • 
dans le résume qui les concerne. ' 

I . La réponse à la' qitestion B =90®, <1=90“, 6=6? porte, que Z admet 
une infinité de formes quand 6 est droit; que Z n’admet point de forme <[uand 
6 n’est pas droit : Donc la réponse à la question ^ = 90®, P=90®, i8f>« — Q 
=180® — Q? est , que Z admet une iuGuItc de formes quand 180® — Q est droit; 
que Z n'admot point de forme, quand 180° — Q n’est pas droit. Plus simple- 
ment, Z admet une infinité de formes quand Q est droit; Z n’admet point 
de forme, quand Q n’est pas droit. Réponse conforme à celle que le Piob.L 
fait à la question 51=90®, P = 9o*Q=Q? 

II. La réponse à la question 6 = 90® , tiCi^go®, 6=6? porte, que Z admet 
une forme , quand 6 est moyen entre a et 180® — a ; que Z n’admet point de 
forme , quand 6 n’est pas moyen entre a et x8o “ — a : Donc la réponse à la 
question 17=90®, P>go®, l8o® — Q=l8o® — Q? est, que Z admet une forme, 
quand 180* — Q est moyen entre 180® — P et P ; que Z n’admet point de 
forme, quand i8o® — Q n’est pas moyen entre ï8o* — P et P. Plus simple- 
ment, Z admet une forme , quand Q est moyen entre P et 180® — P ; Z n’ad- 
met point de forme, quoud Q n’est pas moyen entre P et 180® — P. Réponse 
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«oiifornie à celle «jiie le IVol». L fa'u à la (jne^slion 17= 90®, P^90j, Ç=Q? 

III . La repense à la qiieslion 6=90®, n^go®, f> — b 7 porte, que Z admet 
line forme, quand b est moyen entre l8o ® — a et o; qne Z n'admet point 
de forme, quand b n’est pas nioven entre 180® — n et a: Donc la rëponsc 

la question- 9=90®, P<C9G", 180® — Qr=i8o® — Q? est, que Z admet une 
forme, quand 180® — Q est moyeu entre V Cf 180®— P; que Z n’admet point 
de forme, quand t8o” — Q ii’esl pas moyen entre P et 180* — P; pins sim- 
plement, Z admet une formo , quand Q est moyen entre 180® — P et P; 
Z n’admet point de forme, quand Q ii’csl pas moyen entre 180® — P et P 
lléponse conforme, à ceJlo que le Prol>. L fait à la rpicstion g.= 90“,J<C90° 
Q=Q? 

IV. La réponse à fa question BsCgo®, <1=90®, i=i? porte , que Z admet 

deux formes, quaud la face b est moyenne entre SOP, arq;le plan de B , et 
la face o ; que Z ii’admet qu’une formo, quanti 6=ziSOP; que Z- n’aditicl 
point de forme, quand 6 <^ 80 P, quand b — a,ol quand Doue là 

“rt'ponsc à la questiou ç)>90®, P=go®; i8o°---Q=l8o®— Q? est, que ÿadmet 
deux formes, quand j8o® — Q est moyen entre SOP «l 180®-— P; que Z ii’ad- 
niet qu’niie forme, quand 180"— Q=i: SOP j fjue Z «’atlmct point de-forme, 
quand iSo^-Qc^SOP, quand l8o“-Q=i8o®— P, et quand 180®-- 0^l8o"--P; 
plus simplement, Z admet don* formes, quand Q est moyen entre P e* SOlî; 
Z n'admet qu’une forme, quaud Q=SOB; Z n’admol point dm fortne -, quand 
O^SOB, quand Q— P , et quand Q<CP- Réponse dont on voit la toi»foml!l6 
avec celle qne le Pi olu L fait à la question ÿ^go®, Prsrgo®, Q=Q? dœ qu’on 
fait attention , que SOP, SOB sont.denx aii“les dé suite; que de plus, le pre- 
mier est l’anyle plan de l’angle spacioireSÜAP, tandis que le second est l'augl» 
plan do l’angle spaciaire SOABv 

V. La réponse à la question B^go®, nisigo®, 4 =Z>? piJrte, que Z .admet 
deux formes, quand la lace b est moyenne enlie la face a et Sf^B angle plan 
de B ; ipte Z n’admel qu’une forme quand 6= SOB; que Z m’admet paùni de 
forme, qtiaiidi2> SOB, quand 4=0 ;et(puindt<;n : Doncla répoiiseà laquestion 
5T<[90“, P = go”,l8o° — Q=.l8o® — Q? est, que Z admet deux formes, quand 
180° — Q est moyen entre 186® — P et SOB; que 'Z n'admet qu’une forme, 
quand 180® — Q=8ÜB ; que Z ij’admct point déformé, quand 180®-— O^SOB, 
quand 180® — Q=t8o®— P, et <pia«d l8o° — Q<Cl8o®-“P; plus simplenicul , 
Z admet deux formes, quand Q est moyen entre -SOP et P; Z n’admet •qu’une 
ioime, quand Q=SOP ; Z n’admot point de formo, quand Q*C^ SOP,- quand 
Q=P, et quandQ>>P. Réponse conformr à celle que le Pnib'. L fait à la 
question g<^Qo”, P = gQ®, Q = Q? aUemUi que , coiumo on l’»‘déjà rcmar- 
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que, SOP, SOB sont doux nngles de suite , respectivement angles pluns des 
angles spaciaircs S(>AP, SOAB. 

VI. La réponse à la question (i<^90* , b=J> ? porte , que Z admet 

doux formes, quand la face b est niojenna cuire SOP cl la face a; que Z n’ad- 
met qu’une forme, quand 6=SOP, quand />=n , et quand b est moyenne entre 
n et 180* — a, que Z u’adniet point de forme, quand ic^SOP. quand é=i8o* 
—a, quand A'>i8o“ — a : Donc la réponse à la question 7>90", P^go®, i8o®— 
Q=l8o“ — Q? est, «pie Z admet deux formes, «juaiitl i8o *— .-0 om moyen entre 
SOP et 180” — Pj que Z n’adniet qu’une forme, quand 180“— Q=^SOP, quand 
180 “— Q=j8o* — P , et quand 180° — Q est moyen cuire 180” — P et P; que 
Z n’admet point do forme, quand 180® — Q<LS 0 P, quand 180”— Q=P, et 
quand 180®— Q> P; plus simplamcnt, Z admet deux formes, quand Q est 
mnven entre P et SOB ; Z n'admet qu'une forme, quand Q«=S 0 B, «p and 
Q=-P, et quand Q est moyen entre P et 180® — P ; Z n’ailmct point de forme 
quanti Q^SOB, quanti Q— 180° — P, et «piaiid Q<;^i8(a® — P. Réponse con- 
^rme à celle que le Proli. L fait à la question 9'^90", P^go”, Q=.xj? 

■ Vil. La réponse à la (|uesl!on B^go®, a<^90", b~hl porte, que Z admet 

deux formes, quand la face b est moyenne entre 180 ® — a et SOBj «pie Z 
n’a«linet qu’une forme, quand 6=-SOB , quand é = l8o® — <1, et «piaiid h est 
innyonne entre a cl l8o® — a ; que Z ii’adiiiel point «le forme , «juaud 
ôs^rr , quand b = a, et quand é^SOB : Donc la réponse à la qiieslion 7’Cgo®, 

• P':..90®, 180®— Q=l8o® — Q?est, que Z admet deux formes, «piand 180® — Q 

est moyen entre Pet SOB; «jue Z n’admet qu’une forme, «piand i8«>® — Q 
=SOB, quand 180° — Q=P, et «piand 180® — Q est moyeu entre l8o° — P 
cl P; que Z n’admet point de forme, qnanil 180® — 0 <^i 8 o" — P, quand 
180® — Q=i8o® — P, cl quand 180® — Q^SüB; plus simplement, Z admet 
deux formes, quiuid Q est moyen entre SOP et l8o' — Pj Z n’admet qii’ime 
forme, quand Q— SOP, quand Q=i8o® — P, et quand Q est moyen entre P 
et i8<i® — P; Z ii’admel point de forme , quand Q]>P, quand Q=P et quand 
Q<]SOP. Ré|>onse conforme à celle que le Prob. L fait à la question , 7<C90*, 
P>.go", Qï=Q? 

Vlll. La réponse à la question BsCgo®, n^ÇjOo, b — bl porte, que Zadmet 
deux formes, quand lu face 6 est moyenne entre SOP et 180® — a; que Z n’admet 
qu’une forme, quand A = S 0 P, quand 6= 180® — a, et «piand /« est raoyenno 
entre 180® — a et a; que Z n’admet point de forme , «piand 6<^SOPquand6=:a, 
et quand b'^a: Doue la réponse i la question «jr go” , P<^go®, t8o® — Q 
_ 180®— Q? est, que Z adpjcl doux formes quand 180° — Q est moyen entre 
SOP et P; «pie Z ii’aJmet qu’une forme, qiiatid 180® — Q = SOP, quand 
180“ — Q = P, 91 quand 180® — Q est moyen eaue 180® — P et P; que Z 
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ii'ailmct point de forme, quand i£o® — Q.<C SOP , quand 180» — Q 
— :j8o® — P, et quand j8o® — Q>l8o“ — Pj plus simplement Z a*met deu» 
formes, cpiand Q est moyen entre i8o® — P ot SOB; Z n’admet qu’une forme, 
quand Q=SOB, quand Q=l8o® — P, cl qnnntlQest moyen entre l8o“^ — P cl P, 
n’adniel poiutde forme, quandQZ ]>.SOB, qnandQ=.P, et <|uandQ<^P. Réponse 
conforme à celle que le Prol). L fait U la question ^>>90®, Pc^go®, Q= Q? 

IX. Enfin la rc'ponse à la question B>go®, «>90®, i œZ»? pnrtc'quc Z 
admet deux forme», quami b est moyenne entre <1 et SOB; qno Z n’admet 
qu'une forme quand Z> = SOB, quand et'quand b est Tnovenne cotre 

180 ® — a et o; que Z n’admet point de forme, quand A^SOB, quand 7 = 
180* — a , et (juand é<;i8o® — a. Donc la'réponse à In rpiestiou 5r<Cgo®i-p<^90®, 
180® — Q=i8o® — Q? est qne Z admet deux formes, qunid i8o®-*-Q est 
moyeu entre 180® — P et SOB; que Z n’admei qu’une forme, quand 180® — 
Q=SOB, quand 180® — Q=i8o® — P, et quand i8b® — Q isst moyen entre 
180® — P et P; que Z n’admet point de Forme, quand l8o* — 0 !>SOB, quand 
180® — 0 =P, et quand 180® — Q<CP; pins simplement , Z admet dem^ formes, 
quand Q est moyen entre SOP et P;- Z n’admet qu’une forme, quand Q=îSOP, 
quand Q==P, et quand Q est moyen eiitreP et 180® — P; Z n’admet point de 
forme, quand Q<SOP, quand Q = i8o® — P ,|et quand Q!> i8o« — ^P. Réponse 
conforme à celle qne le Proli. L fait à la question ^<C9O®j-P^90®, Q=Q? 

Lors donc que Z, Z' sont supplémentaires l’un de l’auueyjet que d’un 
côté, a, h, c, faces du premier sont rcspecliveraeni opposées à s*s angles 
spacialres A , B , C; que d’un autro côté p, g, r, faces dn second , sont les- 
pcctivement opposées à scs angles spaciaires P, Q, R; Si Z est déterminé 
par a, ô, B, et Z' par q, P, Q; nous a\ons vu plus liant, qu’en .substituant 
à O, ô, B leurs valeurs 180® — P, 180® — Q, 160® — g, dans les questions de 
première forme du Prob. XLIX, ces questions, de relatives q'u'elles étoieut 
i a, b, B, se transformoient en questions relatives à g, P, Q, et qu’alors, 
elles ne diSéroient des questions du Prob. L, que. par leur troisième con- 
dition : A présent nous voyous que, par les mômes substiuitiobs, les re'ponses 
aux questions de la première forme du Prob. XLIX , se transforment en ré- 
ponses à ses questions de lu seconde forme, sel que celles-ci font Z capable 
d’une ou deux formes, ou incapable de forme quelconque, corrCspondam- 
nient à certaines grandeurs de Q, les mêmes que celles que le Prob. L spé- 
cifie, connue faisant Z' capable d’une ou deux formes, ou incapable de forme 
quelconque. ' : 1 , 

• ^ On- pouvoit bien prévoir que si, dans certaines oircnnstances, Z admeuolt 
> une -ou deux formes ou n’eu admeiloit point; dans les mêmes circonstances. 
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son supiildmcniairc Z', aJineuroit aussi une ou deux foi-mes on n’en adniet- 
trok poi.'rt.: il soIBsoil pour le prévoir, 4jii’ou «ûl présMU à rcspril,.ce (jui 
a elc denaoutrû u..° 3i8, qu’entre tdeu» ongles siippleinriitaires i’uii de l’anirc 
il y a toiijoHi-s ce rapport , -que les faces de J’iia sont respectivement égalés 
i.>-j -aux angles de suite des angles plans des angles spaciaires de l’autre : Car il 
suit de là, que l’un des angles solides .Z, Z' ne peut avoir deux formes, tpie 
\ ' l’autre n’eu-uit aussi deux ; que l’aiB ae peut, cire réduit à une seule forme, 

• I II' .que l’autre n’y soit aussi réduit; eKpt’enGu, l’un ne peut être Incapalile de 
s :u ' forme quelconque , sans que l’autre le soit aussi. Mais on ne pous«it pas pré- 
voir que Z et '£ seroiçnt capables ensemble d’une ou deux formes ou inca- 

~ pables de forme quelconque, correspoodammeut aux grandeurs de Q qui ont 

• • décitlé , et qui devoieut décider entre ces trois circonsianees. 

— " ■ . J'ajouterai, i|ue la substitution des quanûtés l8o" — P, j8o“-— Q, 180" q, 

ni' -s aux quautitésn, l>, B, ayant converti les réponscsaux «jneslions diiProb. XLIX, 

' ; pu réponses aux qiiestiujis du J’i-ob. I.<; cette substitution donnoit une solution 

, ■) savisfiixsante , quoique indirecte , du Prob. L ; que par conséquent, l’aurois pu 

■ ,< me dispeaiser delà soluliou directe que jîcn ai donitéc; mais j’ai cru convenable 

de doiuier les deux solutions, afin de confirmer l'ime par l’autre; pancc que 
.i i I llaus les reclicrciies de longue Lalcinc., il est à cruûidrc ipie quelque erreur 

çliappe à rallculiou fatiguée, et que rien n’est plus propre à raseurer contre 
. 1 .cellBiCiainlo ,,qtie l’accord des résultats do deux solutions, qui d’ailleurs, sont 
r-i allé os à leur but par des routes (lilféreptes^ 

' PROBLÈME LI. 

.. U ■ JJ • ■ ■ . , ■ I 

tt;*33o Construire ùn angle solide avec trois angles plans,, tels que leur somme 
•'*’ ■ ■' soit plus petite que quatre angles droits , et que deux quelconques d’entre 
" ' "eux , pris ensemble, soient plus grands que le troisième? 

-.r )" Soit -'proposé de construire un -ongle solide avec les angles plans A , B, C, 

(fig. ao6) ; Du sommet de cbacun de ccuxrci, avec un rayon ariiltraire AK, je 
-Il . décitis un arc de cercle Ici j’en liae la corde; je décris aussi, avec AK comme ravon, 
sid.---a. tiii cerde-enlier DEF, au centre duquel je place trois angles DOË , EOF, 

J FOG,. i-cspeciivemeni égaux à A, B,C; de sorte que, OEb=AK, D£<=KL , 
EF=Lfcî, FG=*MK; et j’observe; que lorsqtie EOF-t-FOG, somme des 
vt deux plus petits angles donnés, ne surpasse pas -deux -angles droits, la corde 
EG de cette somme , est plus grande que DE, corde de DOE n>°.Ô4; que 
lorsque la somme EOF-+-FOG surpassa deox angles droits, le reste GOE de 
la ipiamité ougulaire autour du point O, est plus grand que DOE, puisque. 
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; -par supposition, la somme des trois air^los EOF , FOG, DOE , est plus petite 

■ que quatre angles droits. Ainsi la corde de la somme des deux plirs petits 

angles doiine's, e'iaut toujours plus grande que la corde du plus grand, à plus 
forte raison, la somme des cordes des deux plus petits angles est-elle plus 
\ grande que la corde du plus grand; par conséquent, U est loujours possible 

de construire un triangle avec les cordes KL, LM, MK des angles A, B,C. 

Je construis donc ce triangle KML, et .iprcs lui avoir circonscrit un rcrclo, 
je le compare au triangle EFG, et je vols, que KM, ML, côtés du premier, 
sont égaux un-à-un à EF , FG, côtés du second; mais que LK, base du pre- 
mier, représentant la droite DE, est plus petite qn’EG, b.-ise du second; que 
par conséquent, l’angle KML, est plus petit que l’angle EFG ii.° 54 ; que le 
rapport du segment KML au cercle dont il fait partie , est plus grand que le 
aapporl du segment EFG an rcrcle dont il fait partie; que les cordes KM, 
ML souicudeut plus de degrés dans le cercle KML, que les cordes EF, FG 
n’en soutendent dans le cercle DEF; que le raj’on du cercle KML est plus 
petit que le rayon du cercle DEF ; et partant que si , du centre P du cercle 
KML, on élevé une perpendiculaire au pbm KML; il y a possibilité de mener 
, du point M à celte perpendiculaire uue oblique MS=aOG^PM ; .spres quoi, 
il ne reste plus qu'à tirer les droites SK, SL, SM, pour aciiever la coiistruclioii 
de SKLM, angle solide à trois faces respectivement égales aux angles , D, C. 

■ Définition et Construction. On qualifie de Réguliers , les angles solides, 
dont toutes les faces sont égales et également inclinccs sur celles qui leur sont 
eoqligucs. Ces angles se cousi misent, en conimençrml par élever du centre P 
d’ABCDE (lig. 307.), polygone régulier quelconque, une perpendiculaire PS 
au plan de ce polygone , puis eu tirant , d’un point quelconque S de celte pci - 
peudiculaire , des droites SA, SB , SC, etc., aux sommets de tous les angles de 
ce polygone : Car les i-ayons PA, PB, PC, etc. , du cercle circonscrit à ABCDE, 
e'tant égaux; tous les triangles SPA, SPB, SPC, cto., peuvent convenir 
par un angle droit P , et deux côtés autour de cet angle respectivement égaux ; 
jd’oùil résulte que leurs bvpotiiénuses sont égales, et que les triangles isoscèles 
. ASB, BSC, C£D, etc. , peuvent convenir, par l’égalité respective de leurs 
trob côtés; que par conséquent, toutes les faces dd l’angle solide 6 sont égales. 
Et par rapport à leurs inclinaisons, on observera : que les angles soliiles « trois 
faces, qui ont leurs sommets respectifs en A,B, C, etc., peuvent coiivcnir , 
par celle de leurs faces qui est un des angles du polygone ABCDE, et par deux 
faces du-môme grandeur au-dessus d’elle; <|ue par conséquent les deux supé- 
rieures ont partout même inclinaison l’uue sur l’autre; et ]iartaut, que l’aiigle 
solide SABCDE , est régtdier. , .< 


Digitized by Google 


sas 


GÉOMÉTRIE É E É U E N T A I R X. 
n *33i. Autres i^^finiliort. La Base d’irn angle toHdc regidier, est le polygone dont 
on s’e.-ii scni pour le constru're ; Son Axe., esc la perpendiculaire e'Ievee da 
centre de sa base, sur le plan de sa base. 

Conséquence l. Hors de l’axe d’un angle soU de régulier, il n’est aucun 
point , qui soit à égale distance des sommets de trois des angles de sa base: 
Car si le point Z, hors de PS (fig. 807.), etoil à égale distance d’A,B,C, 
trois sommets des angles de la base de l’angle solide SABCDE; les triangles 
ZPA, ZPB, ZPC, pourroient convenir, par trois côtés respectivement égaux; 
leurs angles P seroicnt donc éganx; donc ils scroient droits; donc la ligne ZP, 
scroit perpendiculaire au plan ABC; donc deux perpendiculaires ZP , SP, s’élè- 
veroient du même point P , sur le plan ABC. 

B.* 33a. Conséquence a. L’axe d'un angle solide régulier fait des angles égaux 
avec tous les côtés de cet angle solide, et lorsqu’une droite fait des angles 
égaux avec trois côtés d’un angle solide régulier, elle coïncide avec son axe. 

La première partie de cette proposition dérive , de ce que tous les triangles 

SPA , SPB, SPC, etc., (Eg. 307. ), peuvent convenir: La seconde dérive, 
de ce qu'une droite SP, ne peut faire des angles égaux avec trois côtés S.A , 
SB, SC, d’un angle solide régulier S.CSCDE, sans que les trois triangles SPA, 

SPB, SPC soient capables de convenir, par un angle S égal à un angle S, 

> et les côtés autour de cet angle respectivement égaux; d’où il suit que les 
•- angles P de ces triangles sont égaux; que par conséquent ils sont droits; et 

|vartant que SP , perpendicylaire au plan de la base de SABCDE , coïncide 
avec son axe. 

«.* 33.3. Conséquense 3. L’axe d’un angle solide régulier est également incliné à 
toutes les perpendiculaires abaissées du sommet sur les côtés de la base de 
cet angle solide j et lorsqu’ une droite, tirée du sommet à la base cT un angle 
solide régulier, est également inclinée ri trois perpendiculaires, abaissées 
élu sommet sur les côtés de la base de cet angle, elle coïncide avec son axe. 
Les perpendiculaires SQ, SR , ST, etc. , tombent sur les milieux Q, R , T, etc., 
des côtés AE , AB , BC, etc. , de la base AfiCDE , et le cercle inscrit à cette 
base, en touche les côtés par leurs milieux; donc tous les triangles SPQ, SPR, 
SPT, etc., peuvent eonvenir par trois côtés éganx un-à-nn; donc leurs angles 
S sont égaux ; donc SP fait des angles égaux avec toutes les perpendiculaires 
SQ, SR, ST, etc. Mais que suit-il de la supposition, qu’une droite SP, tirée 
du sommet à la base de SABCDE, fasse des angles égaux avec SQ,SR, ST, 
(rois perpendiculaires abaissées de ce sommet S, sur les côtés de cette base? — 
Les triangles SPQ, SPR, SPT peuvent convenir, par deux côtés rcspecllvc- 
nicnt égaux et l’angle compris S, égal à l’angle compris S; leurs angles en P 
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, sont donc é(;aiix ; donc ils sont droits ; donc SP est perpendiculaire au plan 
de la hase do SABCOË; donc elle coïncide avec l’aie de cci angle solide. 

■a.* 334. Conséquence 4. Les côtés d’un angle solide régulier sont tous igalemi'nt 
inclinés au plan de sa base. C’est ce qui suit immédiatement de la cont e- 
nance de tous le.s triangles SPA , SPB , SPC etc. par leur angle droit P , et 
l’égalité respective de leurs côtés autour de cet angle. 

THÉORÈME CXV. 

% 

n.® 3S5.Q“'tt*d on coupe un angle solide régulier par un plan perpendiculaire à 
son axe , sa section est un polygone régulier de même nom que celui de 
ta base. 

L’angle solide régulier SABCDE (fig. 307), étant coupé par abc , plan 
perpendiculaire à son aie SP , ce plan est parallèle au plan de la base ABCDE. 
De plus , les droites contenues entre deux plans parallèles étant égales , lors- 
qu’elles sont également inclinées sur ces plans ; il s’ensuit que les' droites 
aA, ôB, cC, dO, <E sont égales; que les droites* Sb,' Sc , Sd , Se, 
le sont aussi, et qu’il en est de même des droites ab , bc , cd , de , ca\ 
attendu que ce sont les bases de triangles isoscèles capables de convenir , 
par l’égalité de leurs côtés et des angles compris entre ces côtés. 

Quant aux angles du polygone abede ; comme cbacnn d’eux soutient deux 
dçs angles à la base des triangles aSb , bSc, cSd, dSe , eSa , qui sont isos- 
cèles et capables de convenir ; que de plus , les plans des angles soutenus , 
ont même inclinaison l’un sur l’autre ; il s’ensuit que les angles solides à trois 
faces nôeS, bacS, cbdS, deeS , eadS , sont capables de convenir; que pat- 
conséquent , le polygone abede est à la fois équilatéral , étjuianglc , et de 
^ même nombre de côtés qtt’ ABCDE; et partant, qu’il est réguber et de même 
nom que lui. 

TRÉORÉME CXVI. 

n.*33G. Un plan qui passe par trois points , pris sur les côtés d'un angle solide 
régulier à égales distances de son sommet ^ coupe cet angle de manière, 
que sa section est un polygone régulier d'autant de côtés que sa base. 

Soient SA, SB, SC (fig. S07), trois lignes égales, prises sur trois côtés de 
l’angle solide régulier S: St après avoir abaissé AP^ perpondiciJaire sur l’axe 
SP de cet augle , on tire du point P, les droites PB, PC ; les triangles SP .A , 
SPB, SPC poujTOnu convenir , par un angle 8, égal à un angle S, et les 
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CüU-’s aulour de cet angle re^pcciivenient cg;iux. Mais SPA esl’iecKngle en 
P ; donc SPB, SPC sont aussi rectangles en 1’; donc SP est peiitendiciilaire 
au plan ABC ; donc ce plan coupe l'angle solide de S , de tnanierc que «k 
section est un polygone régulier d’autant de côtés <juc sa base. 

T II É O R È M f/ C X V 1 r. 

”^5-j.Deux angles salides réguliers peuvent convenir , quand ils ont même 
nombre de faces et que celles de l’un sont de mime grandeur que celle» 
de l’autre. 

Supposé qtte deux angles solides réguliers SABCDE , ZFCIIIK , aifeut 
môme nombre de faces, et que celles de. l'un soient de même grandeur 
cpie celles de l’autre : Si l’on coupe- l<r premier par trois points At , B, C , 
pr'is sur trois de ses côtés à la distance d de soir sommet S ; sa section ABCDF 
est un polygone régulier' d’autant de côtés qu’il a de- faces : Si l’on coupe 
le second par trois points F, G, ’I, pris sur ses côtés à la distance d'de son 
sommet Z , sa section FGHIK , est un polt'goue régulier d’autant de eûtes 
qu’il a de faces. Les sections ADCDE , FGHIK sont donc des polvgonCs 
réguliers de'mème nom ; cl comme les triangles isoscètCs A 8 B , FZG ont un 
angle S ég.sl à un angle Z , et que leurs côtés autour de - cet angle sont de 
iDcme longueur; leurs bases AB , FG sont égales; elles polygones réguliers 
ABCDE , FGIilK , sont de même nom et do môme grandeur.. 

■ Mais les angles sofides S , Z , étant coupés par trois points , pris snr trois 
de leurs côtés ù égales distances de leurs sommets ; les plans qui les coupent 
sont perpendiculaires ù leurs axes SP , ZQ , et ces axes passent par les 
centres P, Q des sections ABCDE, FGHIK; donc les tri.sngles SPA, ZQF 
peuvent convenir , par un angle droit et deux côtés SA, AP, respectivement 
égaux à deux côtés ZF , FQ ; dotic Zf>=SP; donc, si l’on fait coïncider les 
polygones .VBCDE, FGHIK , leurs centres P, Q coïncideront; les axes SP , 
ZQ coViKidcront aussi , et il eu sera de nicme _des angles solides SABCDE , 
ZFGIIIK. 

THÉORÈME C XVI II. 

®33S.î7,j angle solide est régulier, quand sa section, par un plan assujetti d 
passer par trois points pris sur ses côtés à égales distances de son sommet, 
est un polygone régulier. 

Supposé .que le polvgorte régiJier^ ABCDE (fig. 207 ), toit la ♦ 7 ', lion d’un 
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an"Ie solide S, par un plan qni passe par les points A, B, C, pris s«ir les 
côtés SA, SB, SC de cet angle , à égales distances de son sommet S ; Si de ec 
sommet , on lire an centre P d’ABCDE la droite SP ; les triangles 6PA , 
SPB , SPC pourront convenir, par trois côte's respectivement égaux : Leurs 
angles P seront donc égaiis; donc ils seront droits; donc la droite SP sera 
perpcndiculaire au plan- ABC, donc tous les tiiangles SPA, SPB, SPC,.SPD, 
SPE pourront conveuir , par un angle droit et les côtés autour de cet angle 
respectivement égaux; donc tons les tiianglcs ASB, BSC , €SD, DSE, ESA 
seront isoscèles et pourront convenir , j)ar l’égalité respective de leurs bases et 
de leurs côtés; donc toutes les faces de rangfe solide S serrent égales. Et par 
rap|)Ort à leurs inclinaisons on observera , que les angles solides à trois' faces , 
qui ont leurs sommets respectifs cm A, B, C, D, E, empruntent une do lem-s 
faces du polygone régulier ABCDE , et les deux autres, des angles à là base 
de triangles isosceles capables de convenir ; que' par conséquent , ces angles 
solides-mûmes peuvent convenir; qii’innsl deux faces contiguës quelcoucpics 
de l’angle solide B, ont niénic hicliiiaisnn que deux autres, et partàm que , 
piiiaque d’ailleurs U a été prouvé que ces faces éloieni égalesj; l’angle solide S 
•St régulier.. 

THÉORÈME CXIX- 

P 

, •'33g ta section d’un angle solide régulier n trois faces , par un plan oldiqus 
à son axe , ne peut être équilatérale , à moins que les faces de cet angle 
ne soient plus petites que l’angle du triangle équilatéral i 

Supposé que SKLM (fig. 306), a'ngle solide régulier à trois facc.t , st.it 
coupé par un plau oblique à son ave SP, de manière que sa section KLM soit 
é(|nilatéralc ; il est premièrenieul impossible que les trois côtés SK, SL, SM 
de cet angle solide soient égaux ; car s’iii l’étoicnt , sa section ne seroit pas 
o!)Hque , mais perpendiculaire à son axe : Secondement, il -est impossible 
aussi , que les côtés de SKLM soient tous les trois inégaux ; p.arce que s’ils 
l’étoient, l’un tPenx SK seroit plus ]ictit que les deux autres SL, SM ; d'oii il 
suivruit i.' que les triangles SKL , SKM au . lent un angle S, égal à un 
angle S; un côté commun SK; et im second côté KL, égal à un second 
côté KM ; que l’angle L du triangle SKL, étant opposé à son côté SK <; 
SL, seroit aign'; cl que de luèine, l’angle M du triangle SKM , éianl oppOfé 
à son oôté SK <C. Sivr, seroit aigu; que par conséquent, ces triangles 
peurroient conveirir n.' 55 ; et partant, (pie leurs côtés SL, SM’setoicnl égaux. 
Puis donc que d’une part, lorsque la section oblique d’un angle solide 

29, 
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régulier à iroi» faces est e<ni!laicralc; uu îles côtes de cet angle soi! Je est jJii* 
petit i|uc les deux autres, Icstpiels sont égaux: Et |tiiisque d’autre part , lorsqne 
SDEF (fig. 208), angle solide régulier à trois faces, est coupé par un ]>laii 
perpendiculaire à son axe SP ,'ses trois côtes SD , SE , SE sont égaux ; U 
s’ensuit «pie , iorsipic sa section DGE est «Jiliqiic et c(|iiilatéiale , elle a toujours 
un côté cuiniuun DE , avec sa section perpendiculaire DEË ; que par consé- 
quent , la (lossibilitc de la section oblique et équilatérale dépend de cette 
autre , savoir , que le triangle DGE soit équilatéral , aussi bien que le 
triangle DFE. 

Or par le n.° 5 o , il u'est pas douteux que du point D, bors de la droite 
SF , 011 ne puisse mener à cette droite imc seconde oblique DG, égale à la 
preiuicre DF, et que DG n’aboutisse au-dessous du |Ktiut S, quand DF est 
plus courte que DS ; ce qui a lieu , lorsque DSF , face de l’angle solide 
régulier SDEF, est plus petite que l’angle à la base du triangle itoscùle DSF, 
c'est-à-dire , lorsque DSF est plus petite que Pungle du triangle équilatéral : 
Car lorsque DSF est égale à cet angle , la ligne DG coïncide arec La ligne 
DS; et lorsque DSF est (dus grande que cet angle, la ligne DG alroutit au- 
dessus du point S; d'où il résulte, qu’eu aucun de ces deux cas, le plan DGF 
ne coupe l’angle solide SDEF. Lors au contraire , que la face DEF est plus 
petite que l’angle du triangle équilatéral , 1,* la ligne DG aboutit au-des.soiis 
du point S : la ligne EG lui est égale, vu que les triangles SGD , SGE 

peuvent convenir, par uu angle S, égal à un angle S, et les côtés autour de 
cet angle respeclitcnicnt égaux ; par conséquent DGE , section oblique , est 
aussi bien équilatérale que DFE « section perpendiculaire de l'angle solide 
SDEF. 

THÉORÈME eXX, 


n.’SioX'n angle tolide régulier , à quatre faces ne peut être coupé par un plan 
oblique à son axe, de manière que sa section soit un carré. 

Supposé qu’un plan ABC ( flg. 209 ) , oblique à Taxe de SABCD , angle 
solide à quatre faces, coupe cet angle de manière que sa section ABCDsoit un 
carré , qui ait son centre en 0 ; j’ohsen o premièrement , que si SD est du plus 
petit module entre les quatre côtés SA, SB, SC, SD de cet angle solide; il ne peut 
trouver son égal que dans im seul des trois autres ; car s'il le trouvoit dans 
deux , l’angle solide seroit coupé par trois ]>oiuts , pris sur trois de ses côtés , 
à égales distances de son sommet ; d’où il suivroit que sa section ne seroit pas 
oblique , mais perpendiculaire à son axe. 
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J'observe sccondeiveni , fpie les trian"les SDA , SDC, ont no cùle commun 
SD , on second côte DA, égal à iin second côlé DC, un angle non-compris S, 
égal à un angle non-eoiupiLs et rpie A, C, cen» de leurs angles qni sont 
oppose'sà SD sont aigus; que par coBscqucni , CCS triangles SDA , SDCpenvciil 
convenir : que leurs côtés SA , SC sont égout ; que les triangles SOA ^ 
SOC peut cm aussi convenir, par IVgalile' respective de leurs trois côtes; que 
lu droite SO , oblique au plan ABC, fait des angles droits sur AC; que son 
pins petit angle :jur ABC est SOD , cl qu’enliii , son plus grand angle sur ce 
plan est SOB. 

Cela observe', je prolonge SD jusqu’à cc qu’arrivce à la longueur SI, elle 
soit égale à-SAt=SC; puis faisant passer un ]>Ian par les points A, I, C, ce 
plan cenpe la ligne SB en K, de niaiiière' tpie la section lARC est un carré , 
de même grandeur qu’ABCÜ',. puisipi’il a niônic diagonale que lui , savoir 
AC.' Le triangle BAK est donc Lsoscèlc; ARB son' angle à la base est donc 
aigu ; donc AKS , angle de suite d'AK B , est obtus. D’un autre côté ccpendaiil , 
le tiiangle ASR est aussi iso.scèle ; donc ARS son angle à la base est aigu ; 
donc la section carrée do l’angle solido SABCD , par un plan oblique à son 
ase implique coutradiction.- 

THÉORÉME GXXr. 

• 5 'ii-. Un angle solide régulier de plus de quatre faces , ne peut être coupé par 
un plan oblique à son axe , de maniéré que sa section soit un polygone 
régulier. 

Supposé en effol (fig. 210), qu’un plan ABC, oblique à l’ave SP de SABCDE , 
angle solido régulier do plus de quatre faces, coupe cet angle, de m.nnicro que 
la section ABCÜE , qtii a son centre en O , soit un polvgone' régidicr ; Si SD 
est le pins petit , ou l’un des deux plus petits côtés de cet angle ; les triangle- 
SDC , SDE peuvent convenir , par deiiv côtés respectivement égaux , un 
angle non-compris égal à up angle non- compris, et le second angle non- 
compris aigu dans l'un comme dans l’autre , par conséquent les ligues SC , 
SE sont égales; les triangles SOC, SOE peuvent convenir, par l’égalité res- 
pective de leurs li-ois côtés ; l'angle O dn premier est égal à l’angle O du 
second; la ligne Sü , oblique au pl.va ABC, fait des angles égaux avec les 
lignes OC , OE , qui passent par son pied dans ce jrlan ; son pins petit angle 
sur ce plan même , est celui SOD qu’elle fait avec OD , ligne qui partage 
r.inglc COE en deux également; et enfin, son plus grand angle sur ABC, est 
edui SOF , qn’elfë fuit av ec OF , prolot^eiucm de DO. • 
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MiiU du cc qii’OD esi lu ligne du plus petit angle de SO sur le plan ABC, 
il suit que les eûtes de l’auglc solide S , sout d’uutaul plus grands , qu’ils 
aboutissent plus prés du point F , diamutraleinent opposé à D sur le cercle 
circonscrit à ABGDE ; et que ceux de ces cotés qui aboutissent à des points 
de ce cercle équidistnns du point F , sont égaux; donc SA = SB ; dune si on 
prolonge SD jusqu’à ce que sa langueur SI , soit égale à SCscSE, et qii’on 
fasse passer un plan par les points I , C , E ; cc plan coupeja l’angle solide 
S, de tuanicrc rpie sa s^ctimi lEKLC , sera un polygone régidicr de même 
nom qu’ABCDE ; donc les triangles EIC , EDC pourront couveuir, parce 
qu’étant isoscù'Ies et reposant sur munie base £C ; ils opposent à cette base 
l’augle de polygones réguliers de même nom ; donc les cotés du [mlygone 
lEKEC sont égaux aux côtés du polygone ABCDE : donc en particidicr KL 
est égal à AB. D'autre part cependant , les triangles isoscèles et semblables 
SKL, SAB, fout KL plus petit qu’AB^ dans le rapport de SL à SB ; donc il 
est aussi ipipossUile , qu'un angle solide régulier de plus de quatre faces, soit 
coupé par iiii plan oblique à son axe , de manière que sa section soit ua 
|inlygonc régulier , qu’il est inqiossible que deux lignes soient en mêoie-tems 
égales et inégales. 

J'ajoiilcrai que , qtioirpie là figure sur laquelle j’ai raisonné ne présente 
.qu’un angle soHde régulier d’un nombre de faecs impair ; ce tpie j’en ai dit 
s’’appllque pourtant aux angles solides réguliers d’un nombre de faces pair , 
avec cette difTcrencc , que la cooliadiclion qui , daus le cas impair , se mani- 
feste par l’égalité et riiiégiriité siimdtoiiée des côtés de deux polvgopes réguliers 
de même nom ; sc manifeste , dans le cas pair , par l’égalité et l’inégalité simul- 
tanées de diagonales coiyespoudantcs de deux polygones réguliers .de même 
iiom. 

Supposé en effet (fig. an), que le polygone régulier ABCDEF représente 
la section oblique de S, angle solide régulier d'un nombre de faces pair; de 
celle supposition et de ce que , parmi les côtés de l'angle coupé , il u’en est 
pas trois qui soicui égaux ; il suit que SE , celui du plus petit module , ne peut 
trouver sou égal <|ue dans i|n des autres ; que par conséquent les triangles 
SEt , SED peuvent convenir ; que SE seul est le plus petit des côtés de S; 
tjue SO , oblique au plan ABC , fait .son plus petit angle sur .ce plan avec 
EO ; et son plus grand angle avec OE prolongement d'EO ; que les côtés 
de l’angle solide S sont d’autant [dus grands , qu’ils se lermineal plus près 
du [toiul B ; qu’ils sont égaux , quand ils se terminent à distances égales de 
ce point même. 

Maiuteuam ^ si on prolonge S£ , jusqu’à ce que SI soit égale à SD=s SP, 
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et tjii’on fasse passer un j)lan par les points D, I, F, e’g^ileinent dislaiis iln 
point S , la section do l’angle solide S , par ce plan , est un polygone régulier 
IULLMD; les triangles FJDE, FDI pensent contenir, parce «pi'étaut isoscéles 
et reposant sur même hase , ils ojiposent i celte hase l’angle do polygones 
réguliers de même nom. Or de celte convenance suit J’égalilc des polygones 
réguliers ABCDEF, IFKLMD ■ de leur égalité suit celle des diagonales rpii 
y soulendeut même nombre de côtys, et en particulier celle de KM à AC. 
D’un attire côté , les triangles isoscéles SKM, SAC étant é(|uiaugles , la hase 
KM du premier est plus petite que la base AC du second , dans le rapport 
de SK A SA; donc il imjiliquc contradiction, que la section oliliquc d’un 
angle solide régulier, d’un nombre de faces pair, soit un polygone régulier; 
donc finalement, en quelque nombre pair ou impair, que soient les faces d’un 
angle solide régulier ipii en a plus de quatre; il est impossible que sa section, 
jtar un plan oblique à sou ave , soit un polygone régulier. . 

THÉORÈME ex XII. 

I. 34a. Quand le nombre des faces d’un angle solide régulier est impair , le plan 
gui passe par l’axe et l’un quelconque des câtés de cet angle , passe aussi 
par le milieu de la face opposée à ce c6tà, et lui est perpendiculaire. 

Soit SP (Cg. aia), l’aie de SABCDE , angle solide régulier d’ua nombre 
.de faces impair, reposant sur le polygone régulier ABCDE ; le plau SPD, 
qui passe par l’axe SP et par le côté SD , passe aussi par le milieu SR de la 
Jace BSA , opposée A SD , et fait des angles droits avec cette face : Car la 
droite DR , tirée du milieu D du grand arc ADB , par le centre P du cercle 
circonscrit a ABCDE , tombant pcrpeudiculaircmeni sur le milieu R d’AB 
4:orde de cet are n.* 85; le plan SPD , est à la fois perpendiculaire sur PAB face 
de I angle spaciaire SABP , et pusse par PR milieu de celle face; d’oii il suit 
qu’il passe aussi par le milieu SR de l'autre face BSA , et qu’il lut est 
poipmitiiculaire. 
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SECTION II. 


JDes solides en général j et en particulier , de la sphère et des 

corps réguliers. 

'X^^X^X.X.X^X.'X'^ 


Dfjinition, I j KS géomètres Jonnenl le nom de Solide h une etcinfue qtieî- 
conque , »<!|)arec du reste de l’cspare par des limilcs ([uelcompics. Ainsi l’e’tcn- 
iliic (jui est coiUénue entre les faces d’nnan^lc solide , est iin sofulc-: reiciidue 
qii’occtipc un corps sensible est no solide : de sorte que, dans le lanj;iige de la 
Gc'omèlrie, le mot solide a nu tout autre sens que dans le langage cumuniH, 
où il signiGc liaison étroite des parties des corps sensibles, par opposition à 
cc <|u’cmportcnt les mots fluidité , mollesse , liqtiidité. 

Définitions des Corps Réguliers et de ta Sphère. Tous les solides sont 
sépares par leur surface du reste de l’espace , et celte surface peut être courbe 
en entier , ou pat tie courbe cl partie plane , oit toute composée de parties 
planes. Or entre les solides de cette troisième espèce, on distingue ceux dont 
les portions de surfaces planes qui les terminent , sont toutes des polygones 
réguliers de même nom et grandeur , formant des angles solides réguliers 
capalrles de convenir. On qnalIGc ces solides de Réguliers j leurs Races sont 
les polvgones qui les terminent; leurs Côtés, sont les côtés mêmes de leurs- 
faces. 

Il n’est pas difficile de s’assurer des polygones réguliers qui pcttvcnl terminer 
des solides réguliers : il suffit pour cela de prendre en considération la gran- 
deur des angles de ces polygones , et le nombre qu’il en faut pour former im 
atiglc solide: Car ce nombre ne pouvant être phis petit que trois; il est clair 
d’abord, que si trois angles d’un polygone régulier fotit quatre ou plus de 
quatre angles droits ; ce polygone ne peut terminer uu solide régtilier ; que 
par consé«iuent , l’angle de l’hexagone régulier étant les J d’un angle droit, 
dont le triple est quatre droits ; il c.st impossible que ce polygone et ceux 
d’un plus grand nombre de côtés, terminent un solide régulier. 

Reste donc à savoir, combien de solides on corps réguliers peuvent avoir 
pour faces des triangles , des quadrilatères cl des pentagones réguliers; ijuesr- 
tion qui, par rappoil au triangle, se subdivise daus les quatre suivante:-: 
Combien peut-on construire de corps réguliers avec le triangle éijuilaléral, , 
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<91 fcrmanl leurs aiij>les sul'i les par irois angles de ce triangle ? Combien [-eut- 
<iij conslriiii'c de corps rogidiers avec le inangle équilatéral, en fermant Ictus 
angles solides par quatre angles de ce liiaiigle ? Cuiiiblfen peul-on en coustniiie 
avec ce uiangle niùiiic , eu fermaut leurs angles par cinq angles de ce triangle ? 

, La quatrième question, peut-on construite des corps réguliers avec le triaiigie 
équilatéral , en feriuaul leurs angles solides par sia ou plus de six angles de ce 
triaiiigle ? n’admet qti’unc rcjtonse itégalive , [varce que l’angle du triangle étjtti- 
Intéral élajil les | d’itti angle droit , six de ces angles fout qitatre angles di oils; 
que plus do six , iunt plus de qtiatre angles droits ; et qti’il est de'moutré , que 
la somme des faces d'un angle solide est nécessairement plus petite que quatre 
angles droits. 

Ouant au quadrilatère et au pentagone réguliers , il ne peut être question 
que de savoir, combien, d’une part, on peut construire de sedides réguliers 
avec le carré , en fermant leurs angles solides par trois angles de ce polygone; 
et comliien , d’autre part . on peut construire de solides réguliers avec le pen- 
tagone régulier , en fermant leurs angles solides par trois angles de ce poly- 
gone. Ces deux questions, jointes aux trois précédentes, en oflrcnt donc 
cinq , à la solution desquelles nous procéderions incontinent , si elles n'ét oient 
lices à d’autres , qui supposent la counoissunce de la sphère ; ce qui nous oblige 
à faire de ce solide l’objet immédiat de notre attention. 

Consiruciion et définitions. Une sphère se décrit par la révolution d’un 
demi -cercle autour de son diamètre. Le Centre d' une sphère a\ le même 
<jue celui de son demi-cercle générateur. Le Rayon d'une «p/;êrpcsl ladistance 
du centre de cette sphère à un point quelcoiujue de sa surface. Une droite qui 
passe par le centre d’une sphère et qui se termine de pdrt et d’autre à sa surface , 
est un diamètre de cette sphère. Lorsqu’une sphère tourne autour d’un de ses 
diamètres, il prend le nom d’.^arede cette sphère: quelquefois aussi on donne ce 
nom à l’un des diamètres d'une sphère, simplemeut pour le distinguer des aunes. 

• THÉORÈME CXXIII. 

a.* 343.-^ distance dfun plan au centre d’une sphère , peut être plus grande que 
le rayon de cette ephire-; elle peut être égale d ce rayon; elle peut être 
plus petite. Dans le premier cas , le plan n’a aucun point commun aeec 
la sphère : Dana le second, il n’en a qu’un : Dans le troisième , il la 
coupe par un cercle. 

La distance du plan ABC (fig.'ai5 ) , au centre K de la sphère KFRE, est 
' égale à KP , perpendicHiwre dtaissée ce centre sur ce plan ; de sorte que , 
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si KP, snrpassc le rayon KK , le point P tlii plan ABC, cpii est le jihis près- 
de la splière, en est pourtant plus loin que le point R ; que par conséquent, 
tous les points de ce plan sont hors de lu sphère , et paiooat , qu’il n’a avec 
elle aucuiv point commun^ 

Mais lorsque KP, disiance du plan ABC au centre db la sphère KFRE , 
est égale à KR, rayon de cette sphère; tous les points d'ABC, excepté P, 
sont à une distance de K plus grande que KR; par conse'queut P est Ib seul 
point que le plan ABC ait en conimun avec la sphère. 

Lors enfin, que la distance KL du plan ABC a» centre K de la splière- 
KFRE , est (dus petite que. KR rayon- de cette- sphère- ; le plan conpe la 
s|ihère par un cercle : Car si du point K, l’on tire des rayons KF , KD, 
KF. , etc. à tous les points du contour de lu section FDE ; tous les triangles 
KLF,KLD, KLE, etc. peuvent convenir, par un angle droit L, un côté 
eommun. KL, et des hypothe'nuses égales; d’où il suit que toutes les droites 
tirées du point JL au contour de FDE sont égales , cl partant, que c’est ua 
cercle. 

n.*34'i. Remarque et Conséquence. Le rayon LD de la section FDE est =^^(KD* — 
KL*;, valeur dans laquelle KD rc|)résente le rayon , et KL , la distance du 
centre à la section de la sphère-. LD- est donc d’autant plus grand , que la- 
distauce KL est plus petite; et quand elle est iiulla, il est le plus grand pos- 
sible, il est égal à KD ravon de la sphère; par conséquent, la section d'uns 
sphère par un plan est d’autant plus grande, que la distance de ce plan 
au centre de la sphère est plus petite. 

J’ajouterai, que tout plan qui passe par le centre d'une sphère , la par- 
tage en deux parties capables de convenir: Car si l’on pose ces parties sur 
un cercle égal à celui qni les s sé]iarées; toutes les droites tirées du centre 
de ce cerric à la surface de l’une, sont aut.vnt do droites tirées de ce eentre- 
uéme à la surface de l'autre', et portant , elles conviennent. 

THÉ O R E M E CXXir. 

e.'îiô. Quand une sphère est coupée par un plan perpendiculaire à son axe , 
un point quelconque de cet axe ou de son prolongement, est à égale dUUince 
de tous les points du oontour de la eecUan. 

Soit AEBF (fig. ai-i) nue sphère; AB l’axe de cette sphère; P un point 
.sur cet axe ou sur son prolongement : FML une section de cette sphère , par 
nn plan perpendiculaire » son axe , et K le ceulre de cotte section ; je dis qii« 
le point P est à égale distance de Mus les poibls L, M , etc. de la circoa- 
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fcrenrc FMX< : C»r si l'on tire les rayons KM, KL, et les Tignes PM, PT/; 1rs 
trian^jles PKM, PKL peuvent convenir, ]iar doux côtés respectivement égaux 
et l’angle droit compris entre ces côte’s; d’où il suit, que leurs li_\ pollie'nii'es 
PM, PL sont égales ; cl partant, <|ue tous les points de la section d’une sphère 
par un plan perpeu<liculaire à sou ave , sont à égales distances d’un point quel- 
conque de cet axe ou de sou prolongemeut. 

’lllÉORÉME eXXV. 

iM-'iC.De toutes les {huiles qu'on peut tirer à la surface d’une sphère depuis un 
point qui n'en est pas le centre, t.” la plus longue est celle qai passe 
par le centre, la plus courte est celle qui, prolongée , passerait par le 
centre : a.” Les moyennes , entre cette plus courte et celte plus longue , 
sont égales, qui se tcrmlnenl à la circonférence d’une même section, 
pp! pendiculaire d l'axe : 3." Les moyennes sont plus grandes, qui se 
terminent d des circonférences de sections , plus éloignées de l'extrémité 
de la ligne la plus courte." 4.® Ces moyennes passent par toutes les lon- 
gueurs comprises entre la ligne la plus courte et la ligne la plus longue. 

Le poiut depuis lequel on entend mener des droites à la surface d’iiue sphère, 
est en dedans de celte surface , ou sur celte surface , ou en dehors de celle 
sui face-mên^e ; Cependant , ce qui se dit par raj'port k l’un du ces cas , s’ap- 
plique si Lien aux autres; que je ne parlerai que du tioisicmc. 

Soit dOne (fig. 3 j 4) le point P, eu dehors de la sut face de la sphère AERF r 
Je dis en premier lieu, que la dioitc PA, qui pa te par le centre C de cette 
sphère et se termine à sa surface, est plus grande que toute autre ligne PM, 
qui ne passe pas par le centre et se termine à la siiiTacc de la sphère; que de 
plus, la ligne PB, qui piolongée passcroit par le centre, est plus petite que 
l’M : Car le plan APM, coupant la sjihère par nn de ses grands cercles BMA, 
et la ligne la pins longue qu’on puisse mener d’un poiut P, à la circooféreiire 
d’un cercle dont ce point n’est pas le centre, e'tant celle PA, qui passe par 
ce centre; il s’ensuit que PA>PM : Et par rapport à la h'gne la plus courte , 
qu’on puisse mener du point P à BMA, circonfc’rcnce dont P n’est pas le 
centre, comme cette ligne est PB, qui prolongée passeroit par le centre; il 
s’ensuit que PB<;PM , et partant , que PA , PB sont , l’une la j>lus longue , 
Faulre fa plus courte des lignes qu’on puisse mener du point P, ù la surface 
de la sphère AEBF, 

En second lieu j’observe, qu’il a été démontré n.**545, que les moyenueff 
tirées du point P à la surface d’AEBF sont égales, quand elles se terminent 

3o 
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à In rircoiifcrence d'uiic même section , perpendiculaire à l’ase surle prolon- 
gement duquel se trouve le point P. 

En troisième lieu, je dis que les moyennes, tirées du point F à la surface 
d’AEBF, sont d’autant plus grandes, qu’elles se terminent à des circonférences 
de sections perpendiculaires plus éloignées du point B; que par exemple la 
ligue PD est jilus grande que la ligne PL, qui sc termine à la section l'ML, 
plus rapprocliéc de B que la section INDE : Car le plan APD, coupant la 
sphère par un «le ses grands cercles ADB; et la ciiconféiencc de cc grand 
cercle coupant en M, la section FML; il s'ensuit qiw l’D^PM, et partant 
que PD|>PL, attendu qtie PL = PM. 

Quatrièmement ciifiii , le passage des moyennes par tons les degrés de lon- 
gueur que PB, PA laissent eutr’cllas, est une conséquence immc(iiatc de ce 
qui a été prouvé; que les droites .tiiécs à la circonférence d’un cercle, deqniis 
un point qui n’en est pas le centre, passent par tous les degrés de longueur, 
compris entre la plus courte et la plus longue. 

THÉORÈME CXXVL 

nMiT-La distance des centres de deux sphères peut être plus grande que la 
somme de leurs rayons j ou égale à cette somme, ou plus petite que cette 
somme J et dans ce troisième cas, elle est, on plus grande que la diffé- 
rence des rayons , ou égale à celle différence , ou plus petite que celte 
différence. Or, dans le premier de ces cinq cas , les surfaces des deux 
sphères n"ont aucun point commun : Dans le second, elles n’en ont qu’un ; 
Dans le troisième, elles se coupent par une circonférence de cercle: 
Dans le quatrième , elles n’ont qu’un point commua : Dans le cinquième 
1 enfin , elles n’ont aucun point commun. 

Supposé premièrement ( fig. 3l5), que CK, distance des centres C, K, de 
deux sphères P,Q, soit plus grande que CM-}-KN somme de leurs rayons: 
Si de celle distance on ôte KN, l’un des rayons, le reste CJi = CM-f-MN, 
surpasse le rayon CM. Mais CN est la plus «mûrie des lignes qu’on |)ulsse tirer 
■ «In centre C «le P, à la surface de Q; donc toute la surface de Q est hors de 

la surface de P; donc ces surfaces n’ont aucun point commun. 

Supposé seconilemeiil (fig .216), que CK distance des centres C, K, de deux 
sphères P, Q, soit égale à CM-f-KM, somme de leurs ravons : Si de cette dis- 
tance on ôte K.M, l’un des rayons, il ne reste que l’autre CM, qui est la 
ligne la plus courte qu’on puisse tirer du centre C de P, à la surface de Q; 
par cuusLvpent, toute la surface de Q, excepté le point M, est hors de lu 
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Kurfacc de P; ei partant, ces sujTaccs u’oul qu’uu point coramim , par îcrpicl 
elles se louclioul exlciiciircmciil. 

Tiüisiéraemenl ( fig. âi?)» supposé que CK, distance des centres, soit plus 
pelilc que CM-f-KN, somme dos rayons, mais plus grande que CM — KM 
diTéicuce des rayons des sphères P, Q : Si do part et d’autre do CK<i|ClI 
-f-KIV , on rctrauche KN, il reste CK — K-i\<^CM ou CN<iCM : Si do part 
et d’autre de CK^CM — KN, on ajoute KN , on obtient CK-l-KN ;> C'îl , 
ou CK-f-KE>CM , ou enfin CE^CM. Mais CN est la plus petite, et CE, 
la plus grande des lignes qu’on puisse mener du oentre C à la siiiTacc de Q; 
donc de ce centre ou peut mener à cette siii-racc une infinité de lignes égales 
à CM ravon de P, et toutes ces lignes aboiitbsent à une section de Q, per- 
pemliculalre à son axe NE, n.“ 5-i6; donc les surfaces de P, Q se coupent 
par cette section l'CH, et n’ont d’ailletirs aucun point commun. 

Oiiatiièmciueut f fig. 218) , supiiosé que CK, distance des centres C,"K des 
spliércs P, Q, soit égale à CM — KN , dlITérence des rayons do ces sphères: 
Si de part et d’autre de CK=CM — KN , on ajoute RN , l'on obtieni CK-H 
KN=CM, ouCN=CM. Mais CN est la plus longtic des droites qu’on puisto 
mener dn point C à la surface de Q; donc, excepté le point N, tous les points 
de la surface de Q , sont en dedans do la surface de P -, donc ces surlaccs 
n’ont qu’un point coinmim, par lc(|ucl elles se touchent intéiieiirement. 

Cinquièmement enfin (fig. 2igJ), supposé que CK, distance des centres C, K, 
des sphères P,Q, soit plus petite que GM — KN, dilTéronce' des ravons d« 
CCS sphères: Si de part et d’autre de CK CM — KN, on ajoute KN ; l'on 
ohlicnl CK+KN<CCM, ouCN<CCM. Mais CN est la plus longue des lignes 
qu’on puisse mener du point K , à la surface de Q; donc tous les points do 
cette surface sont en dedans de la surface de Pj donc ces surfaces n’ont aucun 
point commun. 

'*3. Remarque. La démonstration qu’on vient de donner du théorème précé- 
dent, met à même de le présenter sous ime forme, qui en donne une idée 
plus nette, savoir, que les, surfaces de deux sphères ne se touchent ni ne 
se coupent f quand la distance de leurs centres est , ou plus grande que la 
- somme, ou plus petite que la différence de leurs rayons : qu’elles se tou- 
• chent extérieurement ou intérieurement par un seul point , selon que la 
distance de leurs centres est égale à la somme ou <i la différence de leurs 
rayons : qu’ enfin elles se coupent par une circonférence de cercle, quand 
la distance de leurs centres est moyenne entre -la différence et Ut eomme 
de leurs rayons. 
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PROBLÉMELII. 

n.'Sig. Construira un corps régulier, dont les faces soient des triangles équilaté- 
raux, de même grandeur, et dont tous les angles solides , formés par 
trois angles de ces triangles , soient capables de convenir. 

Le solide à construire est assujeui i deux conditions ; La première, que 
toutes ses faces soient des'trianjjles équilatéraux de même graudcur : La se- 
conde, que tous scs angles solides soient formés par trois angles de scs faces. 

Je prépare donc sa coustiiiction par celle de SABC^fig. aao), angle solide à 
trois faces égalés à l’angle du triangle équilatéral. Cet angle solide est régidicr, 
attendu que l'égalité de scs faces entraîne l’égalité de ses angles s|>aciaires. 

Je ne vois ensuile qu’un moyen d’uclie\er la construction requise : c’est de 
couper l'angle solide SABC, par un plan qui pas.:e par trois points A,B,C, 
pris sur scs côtés à égales distances de son sommet. Si alors, le solide SABC 
remplit les conditions prescrites , le problème est résolu : s’il ne les remplit 
pas , le problème n’a pas de solution. 

Or, il les remplit : car i.* la section d’un angle solide régulier, par trois 
points pris sur ses côtés à égales distances de son sommet , étant un poly- 
gone regidier d’autant de côtés que cet angle a de faces ; la section ABC 
de l’angle solide S, est un triangle éqtiilatéral : 3.* les triangles ASB , BSC, 
CdiA , sont aussi des triangles éqnilatéraiix , puisqu’ils sont isoscèles, et que 
leur angle au sommet , est l’angle du triangle équilatéral : 3.* ces triangles *' 

sont tous de même grandeur qu’ABC , vu qu’il n’en est aucun , qui n’aît 
avec lui un côté commun : 4.* enfin, les quatre angles solides S, A, B, C, 
sont capables de convenir, puisqu’ils sont tous formés par trou angles du trian- 
gle équilatéral. 

Définition. Le solide que l’on vient de construire est celui auquel on a 
donné le nom de Tetrahèdre, mot dérivé du grec, qui ne présente que l'idée 
de quatre faces j d’oîi il résulte , qu^ conviendroit à tous les corps terminés 
par ce nombre de faces, si l’usage ne l’avoit exclusivement approprié au corps 
régulier, terminé par quatre triangles équilatéraux de même grandeur ^for- 
mant par leurs angles plans, des angles solides à trois faces. Lors donc 
qu’on veut parler en général de corp terminés par quatre faces , on ne peut 
les qualifier de tétrahédres, il faut les désigner par l’expression, corps ter—, 
minés par quatre faces. 
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PROBLÈME LUI. 


a.l7 


B.* 35o. Trouver le centre du iélrahMre , le rayon de la sphère qui lui eeroit inscrite, 
et le rayon de la sphère qui lui serait circonscrite ? 

Soit SABC (lig. aao), le sojidc en question : la ligne SP , tirée de son 
sommet au centre de sa l>ase ABC, loaibe perpeudiculairemeut sur cette hase , 
et tous scs points sont à égale distance des points A, B, Cj de sorte que pre- 
■ nant pour riuiitu, le côté AC du tétralicdre ; le rayon IMU, du cercle cir- 
conscriptiblc au triangle ABC est =1/^ et la perpendiculaire SP=J/'(SC* — * 
PC*)=P'(l-l)=l^|- Le côte SP , est donc plus grand que le côté PC 
du triangle SPC ; donc l'angle C de ce triangle est plus grand que son angle S; 
donc rien n’eiiipùclie do. relraiicber du premier une pal lie OCS, qui soit égale 
au second ; donc le point ü est à égale distance des points C , S ; donc il est 
à égale distance des sommets de tous les angles du tétrabédre SABC. 

Ajoutons que ce point O, est aussi à égale distance de toutes les faces de 
SABC : car les angles solides O.VBC, OABS, ayant des côtés égaux, et repo- 
sant sur des triangles équilatéraux , de même grandeur , peuvent oouvciiir ; 
d’où il suit , que la peqiendiculaire OQ , aliaissée du sommet de l'uu sur sa 
base ASB , est égale 1 OP, perpendiculaire abaissée du sommet de l’autre 
sur sa base ABC j et qu’il en est de même des peipendiculair^ abaissées du 
point O, sur les autres faces ASC, CSB du tétrabédre SABC ; que par con- 
séquent , ce point est à la fois le centre de la sphère inscriptible , et de la 
sphère circonscriptible an tétrabédre ; ensorte qu’il ne reste plus qu’à trouver 
les rapports d’OP, OC, rayons de ces sphères, au côté AB de SABC. 


A cet effet donc, soit OP—x-^ Et puisque CP=K'J, et que le triangle 
OPC est rectangle en P; il s’ensuit que OC=J^(CP*-l-OP’)=p^(|-l-»x). 
Mais d’une part SP=^^|, et d’autre part, SP=SO-l-OP=p'‘(|-^**)-l-*; 

doncK! = K(3-l-**H»il^f— 


donc finalement x=-j^. Valeur qui étant subsumée à x dai»OC=|<^(J-l-**), 

3 

fait Do sorte que, le rayon de la sphère 

inscriptible an tétrabédre , est an côté du tétrabédre , comme ^ > et que 

3 

le rayon de la sphère circonscriptible à ce solide , est à son côté , comme : i 
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>.*3Si. Conséquence. La ligne CQ , ûrce du poiul C au ccolre 0 d’ASB , faec du 
UMralièdie SABC, passe par teus les points également distans d'A , S, B,- et 
hors de cette ligne , il n’v a aucun point à égale distance de ces derniers. Or 
le point O est à égale distance d’A, S, B; donc la ligne CQ passe par ce 
point; donc eu général, toutes les perpendiculaires abaissées des sommets 
des angles solides du tètrahèdre , sur les faces qui leur sont opposées^ 
passent par le centre de ce solide. 

PROBLÈME LIT. 


n.^iSi-Construire un corps régulier, dont toutes les faces soient des triangles équi- 
latéraux de mime grandeur, formant pur quatre de leurs angles des 
angles solides réguliers?' 

La section d’un angle solide régulier à (jualrc faces , par un plan qui passe 
par trois points pris sur ses côtés à égales distances de son sommet, étant un 
carré ; je commence par construire le carré ABCD (iig. aai ), qui a son centre à 
rintersectioii de ses di.agonales AC , BD. De ce centre, j’éleye ensuite sur le 
plan ABC une jierpcndiculairc OS=aO.\. Du point S je tire les droites SA, 
SB , SC , SD , toutes égales à AB , en vertu de la convenanoe des triangles 
SOA , SOB , SOC, SOD , par un angle droit et deux côtés, autour de 
cet angle , égaux à la demi-diagonale du carré ABCD. Je prolonge SO jiis- 
tjii’à tel point Z, que OZ=.OS, et du point Z, je tire les droites ZA, ZB, 
ZC, ZD, qui forment, sous le carré ABCD, un angle solide Z, capable de 
convenir avec S. Les quatre angles solides qui ont leurs sommets respectifs en 
A , B, C , D, sont capables aussi de convenir avec S : Car par exemple ABSDZ 
a pour base un carré BSDZ égal ABCD , vu que ses diagonales BD , SZ se 
coupent à angles droits et sont égales aux diagonales BD, AC, d’ABCD. De 
plus la ligue AO , qui du sommet A d’ABSDZ aboutit au centre O du carré 
BSDZ, est ég.ale à SO, et tombe perpendiculairement sur BD, et surSZ; 
d'où il suit qu’elle est perpendiculaire au plan de ce carré, et partant, que 
l'angle solide ABSDZ, peut convenir avec l’angle solide SABCD. Mais on 
peut en dire autant des angles BCZAS, CDSBZ , DASCZ; donc le corps 
SABCDZ est régulier, pu'tsipi'il est terminé par des triangles équilatéraux ce 
même grandeur , formant par leurs angles plans des angles solides réguliers ù 
quatre faces. 
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Dénomination. L'ou a donne à ce corps le nom A'Octahèdre , qui ne le 
-désiÿ;i>e que par celle de ses euril>uüuus, qui consiste à être temiinû j>ar 
Luit faces. 

Remarque et conséquences. H résulte de la construction de l’octahèdre , 
qu’une droite tirce du sommet d’un de ses angles solides par son ccuti e , 
.aboutit au somnicl d’im de ses autres angles solides; que cette droite est e'g.ile 
à la diagonale du carré qui a serti & la construclion] de l’oclalièdre, et que le 
centre de ce solide est au milieu de cette ligne. Toutes les droites tirées de 
ce centre au sommet des angles solides de l’octahcdre, sont donc égales; donc 
n*.353.£^ so/iV/tf est inscriptidle à une sphère de rayon OA. 

Ainsi les trois diamètres majeurs de l'octalièdre, étant partagés en dcua 
également par le point O, ce point est le sommet de Luit angles solides à trois 
faces, lesquels ont pour La-es respectites les huit faces de ce solide , et jour 
côtés, des longueurs égales au ravon de la sphère qui lui seroit circonsciite. 
D’où il parott que, toutes les faces de ces angles solides , sont égales à l’angle 
au sommet d’im triangle isoscèle, de base égale au côté de rocluhèdie, et 
de côtés égaux à la moitié de ses plus grands diamètres ; que par con.séqocnt, 
ces huit angles solides sont réguliers cl capables de contenir; et pailant, que 
les perpendiculaires OK,OL, etc., abaissées de leur sommet commun O, 
sur leurs bases respectives ABS, CDZ, etc., tombent toutes sur les centres 
s.* 354 bases, et sont égales; de sorte que Voclahidre est circons- 

criptible à une sphère de rayon OK . Ajoutons que les bult angles solides 
dont il s’agit sont couplés de manière, que les côtés ^dc l’un sont les prolon- 
gemens des côtés de l'autre , que par exemple les côtés d’OCDZ, sont les pro- 
longemens des côtés d’O.ABS ; que par consérpient OK , perjieiidiculaire alxiissée 
du sommet O d’OABS, sur sa base ABS, faisant des angles égaux avec OA, 
OB , OS n.” 53a; son prolongement OL , eu fait aussi d’égaux avec OC, 
OD, OZ, et tombe perpendiculairement sur le milieu L de CDZ ; de sorte que 
«.*'355. finalement, les faces de l’octahèdre sont parallèles une-à~une , a.” abq. 

PROBLÈIVIE LV. 

»•. 336. Trouver les rapports du eété de Voctahidre, aux rayons des sphires inscrite 

et circonscrite à ce solide. 

Supposé que le côte AB de Poctahedre SABCDZ (iig. 32 1 ), soit = l ; la 
diagonale AC du carré AfiCD est =^^3, et sa moitié 0A=. 

Mais OA est le rayon de la sphère circonscrite i l’octahèdre; donc le côté 
est au rayon de la sphère circonsciite k l’ociaLèdre, oonune i : 
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Siinposé toiijonrt , qtic le eûte AB de l’oclalièdre SABCDZ soit =l : nous 
savons qu’üK., peipendiculaire aiiaisscfc du centre de ce solide sur une de ses 
faces ASB, est 1 e rayon de la sphère inscnie ù ce solidcj lions savons anssi , 
(jue le côté d’iin triangle équilatéral étant = l , le rayon KS, du cercle cir* 
coiiscriplihlo à ce Iriaiiglc est nous voyous de plus que le triangle 

OKS est roctangle en K; doue OK*=OS’ — KS’=j — i~ « > donc OK=|/J; 
donc le côté de roctahèdre est au rayon de la sphère inscrite à ce solide , 
comme 1 : - 

. PROBLÈME LVI. 

a.' SSj.Contlruirt un toUde dont toutes les faces soient des triangles iquilaU- 
taux de même grandeur , formant , par cinq de leurs angles, des angles 
solides réguliers. 

Supposé qu’ABCDE (fig. aaa) soit un pentagone régulier, qui aKson centre en P, 
cl sur le plan duquel s’élève la perpendiculaire PS; le côté AB du pentagone 
régulier éuinl au rayon PA du cercle circonscriptihle à cepolygone dans le rapport 
i—yb 

de : 1 , qui surpasse celui de 1,1711 ; l’on peut tirer du point A, 

à la per[icndicaire PS, une oblique AS = AB , et former, tant par cette obli- 
que , que par ses égales BS, CS, DS, ES, et les côtes d’ABCDE, cinq triangles 
éqnilaiéranx ASB, BSC , CSD, DSE , ESA , qui fassent en S, un angle solide 
SABCDE, fermé par cinq angles du triangle équ'dalcrol. 

Cet angle solide ajam |>our base le pculagouc régulier ABCDE , et pour 
axe ,'la perpendiculaire PS, est régidier. De plus, l’inclinaison de ses faces 
étant donnée par construction ; l'on peut appliquer aux côtés du [lentagone 
ABCDE, cinq triangles AFB, BGC , CHD, DIE , EKA , de la grandeur 
d’ASB, qui fassent, avec les triangles ASB, BSC, CSD , DSE , ESA les mêmes 
angles que ceux-ci font les uns sur les autres ; en sorte que le point A , par 
exemple, soit emironné de quatre ongles du triangle équilatéral, savoir, 
SAB, SAE, EAK , B AF, et d’un cinquième angle FAK, formant ensemble 
un angle solide ABSEKF, capable de convenir avec l’angle solide S.'VBCDE ; 
attendu ipie par le n.* 3 ia , deux angles solides de n faees peuvent convenir , 
quand (n — l) faces de l’un, sont respective nient égales à (n — 1) faces de 
l’autre, et que les premières sont inclinées les unes aux autres, comme les 
secondes. Ajoutons que ce que nous venons de dire de l’angle solide forme' 
autour du |ioiutA, est applicable aux- angles solides formés autour des points 
B,C, D, E; que par conséquent, tous ces angles peuvent convenir avec 
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l'angle SABCDE , Cl que chaque cûlê Je la figure FGtilKÿ esl égal au eûlc 
du pentagone ABCDE. 

lleincrquons à picscnl, que le plan BSP, e'iant pcrpenjiculaire sur la face 
PDE tic l’angle spaciaii'C SEDP , cl passant par le milieu PL de cette face ; 
passe aussi par le milieu SL , i\c son antre face' SDE , et lui est perpenJi- 
ciilairc j que par conscquciit , il passe encoio par le milieu LI de DIE, face 
de l’angle spaciaire SOEi , cl lui esl perpendiculaire ; de sorte que l’angle 
SLI, est l’angle plan de l’ang'e spaciaire , formé par deux faces contiguës de 
l’angle solide SABCDE; et qnc si )‘or> tire la droite SI, l’axe PS, fait atec 
clic un angle PSI , qui ne difl'ere de celui qu’il fait avec les lignes tirées de 
soi> sommet S, au milieu des côtés d’ABCDE , que par Pangle à la base de 
SLI, triaisgle isosede , dont les côtes sont égaux à la perpendieulairc abaissée 
du sommet sur la base d’un triangle équilatéral , de même grandeur qu’ASB, 
et dont l’angle compris eiitie ces côtés , est égal à l’angle jilan de l’angle 
spaciaire formé par deux faces contiguës de l’angle solide SABCDE. Ajoutons 
que ce n’est pas setdemcnt la ligne SI , qtii esl égale à la base du triangle 
qu’on vient de décrire ; <|rK: routes les lignes tirées du po'uit S aux sommets 
des angles de la figiue FGHIK , sont égales à la base d'un triangle de celte 
deserquion, et font avec SP des angles égaux à l’angle PSI. D’oix il suit que , 
si on prolonge SP au-delà do P , et que tlu point I , l’on abaisse sur le 
prolongement la perpendiculaire IQ ; celle pcrpcndicufaiic cl les lignes KQ , 
FQ , GQ , IIQ , forraeal cinq triangles ISQ KSQ , FSQ , GSQ , IISQ , 
capables de convenir , par im angle S égal à un angle S , et les côtés autour 
de cet angle respectivement égaux ; que par conséquent , l’un d'eux étant 
rectangle et» Q , tous les autres le sont , et que leurs côtés QF , QG , QH , 
Q1 , QK. sont égaux ce qui place FGIIIK en entier dans un plan parallèle 
au plan d’ABCDE , et met à même de prouver , que ces deux pentagones 
peuvent convenir : Car premièrement , on a démontré , que tous les côtés 
de FGllIK. sont de même grandeur que ceux d’ ABC DE: Secondement, on 
volt à présent, que tous les angles de FGlllK sont égaux , attendu que 
chacun d’eux se compose de deux angles à la base des triangles isosccles 
FQG, GQH , HQl , IQK , KQF , lesquels peuvent convenir , par l’égalité 
respective de leurs côtés et de leurs bases. 

Maintenant , si on prolonge l’axe SQ , jtisqu’à ce que .son prolongement 
QZ, soit égal à PS, et qn’on lire les lignes ZF ,■ ZG,. ZU , ZI , ZK ; elles 
forment autour du point Z itu angle solide ZFGIIIK capable de convenir 
avec l’angle solide S.VBCDE. De plus, les angles solides formés en F, G, H,I,K, 
par cinq angles du triangle équilatéral , peuvent convenir ; attendu qu'ils 
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sont tons comjjoscs tic deux autres , capaltics de couvenir et reunis do ’la 
ntèinc manière : Savoir, le premier, formé par un aiij^lo de pentagone régulier 
et deux aiigks de triangle c'qiiilatéral : le second, formé par un aiiglo de 
pentagone régulier cl trois angles de triangle crpniatéral , inclinés les uns sur 
les autres coinnic ceux qui i'ormeiit l’angle SAÜCDE. Ajoutons qu’avant 
démontré la convenance de ceux qui-ont leum sommets 'en A, B, C, D, E, 
avec celui qui a le sien en S; lu convenance de ceux qui ont leurs sommets 
en F, G, H, I, K, avec celui qui a le sien en S, est démontrée,, que par 
conséquent, le solide qu’on vient de conslruiic , est termine pttr des triangles 
équilatéraux do meme grandeur , formant par cinq de leurs angles plans des 
angles solides réguliers. 

Dénomination. Ce solide régulier, porte le nom d’/cosnAèi/rc , qui ne le 
désigne que par le nombre de ses faces , dont ciin] au-dessus du jicntagnne 
ABCDEj cinq au-dessous du pentagone FGUIK; et lUx dans lazoue contenue 
entre ces deux pentagones. 

T R O B X Ê M E LTlî. 


Démontrer que Vlcoeahèdre ext inscriptible et circonscrqitilU à la spTière, 
et trouver les rapports de son côté, au rayon de la sphère qui lui serait 
circonscrite , et au rayon de la sphère qui lui serait inscrite ? 

B.* 358- Pour démontrer que l'icosidièdre est inscriptible et circonscriptiblc à la 
spbere , je reprends le triangle BSl (fig. 322 ), qui p.vsse, comme on l’a vu, 
par l’axe PS , en sorte que son côté B1 , coupe nécessuicement la ligne PQ 
en un point O : d’où je conclus que les triangles OPB , OQl peuvent con- 
venir par un côté PB égal h un côté QI , un angle O oppose nu sommet à 
tin angle O , cl un angle droit P égal à un angle droit Q ; que par conséquent , 
le côte OP du premier , est égal au côté OQ du second ; et partant , que le 
point O est au milieu de la ligne PQ. J’ajoute , qu’en raisonnant de môme sur 
les triangles CSK, DSF , ESG , ASH , on prouveroit que leurs côtés* CK , 
DF, EG , AH , coupent aussi la ligne PQ par son milieu G; que par eon- 
séqueni, U se forme autour de ce point deux angles solides régul^rs O.ABCDE, 
OFGrilK, tels que les côtés de l’un se prolongent dans la direction des cô«ea 
de l’autre et leur sont égaux. 

Ainsi les lignes OA, OB , OK , OF étant égales; les triangles OAK , OA8, 
OAF sont isoscèles et peuvent convenir , jtar r«%nlilé respective de leur» 
côtés et de leurs bases ; doue leurs angles sont égaux ; donc la ligne OA est 
l’axe de l’angle solide régulier AFBSEK u.° 532. Mais la aonvenauce d’AFBSEK 
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a.vec SABCDE a cte «l^monliec ; donc les angles plans OAS, OSA sont égans; 
donc les lignes OA , OS sont égales ; donc le point O est à égale distance 
des sommets de tous lOs angles solides de l’icosahcdi c. Mais toute ligne tirée 
du sommet d’un des angles solides au centre de l’icosahcdic , se prolonge 
dans la direction d’une seeoude ligne, tirée du centre au sommet d’im second 
angle suKde de rico- aUèdie ; donc co sedidc a <six diamètres majeurs , de la 
granileur do SZ 4 donc il est inscriplililé à uncsph'ère de diamètre =SZ. - 
ALintenaut, ufiisdo prouver tpio ricosalièdro' est circonscriplible'ù la sphère, 
prenons eu considéraliou vingt angles solides à* trois faces , . rpii ont leur 
sommet au centre et leur luise à l'une dos faces de. cc" corps régulier; et 
ol>servons: que si < du 'sommet de l’un de 'ces angles, ot> tire une droite au 
centre de sa ha-se; cette droite-, les côtés dc-cei angle; et les trois lignes 
<pil du cciUrc vont aboutir aux sommets des angles de sa hase; forment trois 
triangles cajialJes do coiiAcnif, par l’égalité respective ■ de leurs trois côtés. 
D’où if suit - 1 ;* les ligues tirées du point O , aux centres des faces de 
i’icosalièdrc', sont les' axes des vingt angles solides pris en considération : 
3.'’ que CCS axes sont égaux, parce que doux triangles rectangles peuvent 
convenir , qui ont des hvpothéunscs égales , et un second côté égal à un 
second côté : 5.“ que l’icosalièdre est circouscriptible à une sphère^ qui aiiroik 
pour ravon une ligne lirpC' de son centre au centre de l’une quelconque de scs 
faces. Ajoutons 4.® que les vingt angles solides susmentionnés sont réguliers, 
puisqu'ils ont pour base un triangle, étjnilaléral et qu’ils empruntent leur axe. 
tVe la perpendiculaire élevée du centre sur le plan de leur base : 5.® que ces 
angles peuvent convemr , par l’égalité respective de leurs axeS et de- lems 
buses: G.®'quc l’axe de l’un prolongé va coïncider avec l’axe- de- celui qui lui 
eat opposé; car le premier, faisant des angles' égaux avec les côtés de celui 
auquel il appartient , son prolongement fait aussi des angles égaux aveo les 
côtés de l’angle oppose, cl nous savons n.° 53a, qu’il n’y a que l’axe d’un 
angle solide régulier, qui fasse des angles égaux avec les côtés de cet angle: 
7 .“ et tinalcmcnl, la perpendiculaire élevée sur l’une des faces de l’icosahèdre , 

■ étant perpendiculaire sur la face opposée ; les faces de ce solide sont paral- 
lèles une-à-unc; xl’ôù il suit qu’il a dix diamètres mineurs, Icsqitels sont ansà 
des diamètres de la siibère à laquelle il est circonscii|)tible. 

Cuanl aux rapports du côté de-l’icosahèdrc aux rayons des spbères dont l’une 
lui seroit eircouscrite et l’autre inscrite': rousidéranl que par le n.* j5g, PA, 
rayon du cercle circoiijcripiiblc au pentagone ABCDE, est à AB, côté de ce 

pentagone , comme 1 5 notes en conclurons quc-lorsquo AB = 1 , 
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rAn=.:^4:î,PA=Kj:^,,PS=K(A3--PA-)=K(.-j;^^ 

1 Jla'is AP csl perpendiculaire sur OS, côte du IriangU OSA: 
5— I/'S 11 O 

donc AÜ^^AS^+OS* — aOSx PS n.® 765 d’où l'on (ire o=AS*- — a08x PS, 

AS» I 5— l/’S . S+I/'S 

à c,»« d. AO"=OS% donc OS=— = — - 

= ll^(io-f-aK6). 

EtiGn , pour exprimer numériquement OX, perpendiculaire abaissée du 
point O sur le centre de la face BSC ; conridérons premièrement f que OX 
:=I^(OS* — NS*) : secondement, que le rajon du cercle circouscriptilde à 


un triangle équilaie'ral dont le côté , est et de ces deux consi- 

rations, concluons que ON x=j/^Q — —— — ^ j—y — 


=K 


u+Kjxs 3+y^5 sys-i-yis 
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PROBLÈME LVIII. 

n'55ç). Construire un corps régulier, dont toutes les faces soient des carrés de 
mime grandeur, formant par trois de leurs angles des angles solides 
réguliers ? 


Je commence par faire du carré ABCD "(fig. 3 j 5), une face du solide k 
construire; puis considérant que chacun des points A , B, C, D, doit être 
le sommet d’un angle solide fermé par trois angles droits ; de ces points- 
niêmcs, j’éleve , sur le plan ABC, quatre perpendiculaires, sur l’une des- 
quelles je prends AH=AB; je fais passer ensuite par le point II un plan 
parallèle à ABC , et ABCDEFGII est le solide demandé. 

En effet et premièrement , les perpendiculaires , contenues entre les plans 
parallèles ABC, EFG, étant 'égales , et la ligne AH, ayant été faite égale 
à AB; toutes les lignes Ali, BG , CF , DE sont égales à AB. Secondement, 
les quatre quadrilatères ABGll , BCFG, CDEF , AUEII sont autant de carrés , 
de meme grandeur qti’ABCü , attendu que cliacun d’eux a trois côtés res- 
pectivement égaux à trois côtés de ce carré, cl que deux de ces côtes font 
sur le troisième des angles droits. Troi.sionicracnt , le quadrilatère EFGIl est 
aussi un carré , de ntéiiie grandeur qu’ABCD ; puisque l'égalité des côtés js 
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Tun aux cûu^ de l’autre est démontrée , et qu’il résulte du parallélisiue rcs- 
l)ectif des premiers aux seconds, que les angles E, l’,G, U sont dioits, 
coiimic les angles 0, C , B , A. 

Dénomination et conséquences. Tel est le solide régulier, coiumunénieiit 
appelé Cube , lequel |>oiie aussi le nom ééCxahéJre , relatif à scs six laces. 
On présume bien que ce solide a un eeotre , c’est-à-dire , un potiii » égale 
distance, des sommets de scs angles solides d’une part, et de scs faces d’imtre 
part ; mais il faut examiner si cette présomption est ou n’est pas foiuléc , et 
trouver les rap|v>rls du côté de l’eialièdre aux rayons des sphères , dont l’une 
seroit toscripltble, et l’autre, circonseriplible ce solide. 

A cct efiel, je tire d'abord les diagonales AC, BD , qui se coupent an centre 
L du carré ABCD ; je tire ensuite les diagonales GE , IlE, qui se coupent au 
centre K du carre EFGH , et j’observe premlèrcmenl : que RL, ligne qui 
partage le rectangle BGED en deux égalcrneiit , est |)arallélc à ses côtés BG, 
ED, lesquels sont perpendiculaires aux plans .\,BC , EFG ; que par couecqticnt, 
«lie leur est aussi pcrpendicul.aire. Secondement j’observe, que si des soinmcis 
des angles solides inférieurs , aux sommets’ des angles solides supcriruis de 
l’cxabedre , on tire des lignes AF , BE , CH, DG ; ces lignes sont égales on- 
tr’cllcs, vu que ce sont les diagonales des rccu.egles AHFC, BGED, C.MIF , 
DBGE , iesqticis sont tons c-apables de convenir : Troisièracmcnl j’observe , 
qitc les triangles AOL, FOR peuvent convenir, par un côté AL égal a un 
côté RF, et deux angles L, O, respectivement égaux à deux ongles R, O, 
que par conséquent, les lignes AF, RL, se coupent au point O en deux égale- 
ment. J’ajoute que ce qui est prouvé de ces deux lignes , étant tout aussi facile à 
prouver des trois couples de lignes BE, RL; CH, RL; DG, RL; il. est démontré, 
qu’il ae Corme autour du point O six angles solides ; qui ont cbactin [>oiir base 
tme face de l’exabedre, et pour axe, une droite qui, du centre de celte face 
s’élève perpendiculairement sur elle, jusqu’à une hauteur égale à LO; d’où il 
suit ultérieurement , que ces angles «ont réguliers et capables de convenir; que 
le point 0 est à égale liistance des faces de l’exubèdre d’une part, et des som- 
mets de scs angles solides d’autre part; que ce solide est inscriplible à une 
sphère de rayon OA , et circonscriptiblc à une spbèrc de rayon OL ; et par- 
lant , qu'il ne s’agit plus que d’exprimer numériquement le« rapports AB : OL, 
AB: OA. 

Or de la sapposiûoa que AB = i, il suit qu’OL = iRL=^AH = ’ AB = ^, 
.et que AL, moitié de la diagonale du carré ABCD est = p^-J; donc OA = 
•56o.pr(OL*-+-AL*j=j/-(:-»-i)=Ki=iK"5; donc AB ; OL=i :i, AB : OA 


V-“ 
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L E M M E. 

n,®5Gi.Z^a somme ths angles intérieurs d’un polygone ijucïeoéique diminue , 
quand les côtés de ce polygone cessent d’être tous ciims un mime plan. 

Afin (|iie !cs côtes du ]ioIygone ABCDE (fig. ?24), cessent d’èlie dans i:n 
nièiiic plan , il faut le plier selon la direction d'ime de scs diagonales, vu cpie 
si on le |ilioit selon toute autre direction , il ne seroit plus tcrniimi par les 
mêmes côtés , qu’un ou doux d’enlr’eux sc troaveroient parlage's en deux autres. 
Or cela pose, si on plie le polygone ABCDE sur la diagonale AC, il prend 
la forme ABCD'E' , et écbange autour du [>oinl C l’ongle BCD contre l'angle 
BCD' ; gagne-t-il ou perd-il par cet échange? il perd : Car d’un çôtdCD'AU, 
ongle solide ii trois faces BCD', ACD', ACB, fait coniuiître que BCD'<^ACD' 
-t-ACB; d’un autre côté, ■*! est évident que BCD = ACD-t-ACB — ACD’-»- 
ACB; donc BCD > BCD' ; donc le polygone a plus perdu que gagné en quan- 
tité angulaire autour du po'uit C, et il en est de même autour du point A ; 
dune la somme de scs angles intérieurs diiulnuc , quand ses côtés cessent d’être 
tous dans un même plan. 

a.*3Ga. Conséquence, Qua\d la somme des angles intérieurs d’un polygone de n 
côtés est égale à an-4 angles droits , c’est un signe certain que tous les 
côtés de ce polygone sont dans un même plan : Car s’ils n’y étoient pas , celte 
.somme seroit moindre que an-4 angles droits. 

PROBLÉ M ELI X. 

a.' SSô. Construire un solide , dont toutes les faces soient des pentagones réguliers 
de même grandeur , formant , par trois de leurs angles, des angles solides 
réguliers ? 

Je débute par la construction de Z (Cg. 325), angle solide à trois faces 
égales à l^augle du pentagone régidicr, et j’obticus de celle construction l’angle 
.spaciairc EZDr=K, contenu entre deux faces de Z , et l’angle plan GHI 
~K' de cet angle spaciuirc. Je décris ensuite le pentagone régulier ABCDE 
( fig. 3aC), et par chacun de ses côtés je fais passer un plan , incliné à celui 
de cc pentagone, de la quantité R; ce qtii me donne en A, B , C, D , E, ciurj 
angles solides réguliers, capables de convenii avec Z, par une face égale à 
une face et les angles spaciaircs sur cette face égaux à K, 

Sur chacun des plans que je viens d’incliner au plan ABC, je décris un 
pcn’agone régidier , de la grauJeur d’ABCDE, description de lar^ueHe résuUcut 
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les cinq pentagonee, qui oui leurs centres en P‘, P", P‘”, P"', P’. Du centre 
r d’ABCUE, jVlùvu alors la pcrpeuJiculairc PS, cl après avoir aliaissc PQ , 
pcrpeiidiculiiiie sur AB, J’oliserxe ; que le plan Sl’Q , c'ianl perpendictJairc 
sur PAB, fac(? de l’angle spaciaire PAOP*, cl passant par le milieu PQ de 
celte face ; passe aussi par le milieu QP' «Je l'aiilre face AP'B , et lui est per- 
pendiculaire ; que par coiiscqucut , si Fou partage l'argle PQl’' eu deux «•gaie- 
ment , parla ligne QS , et qu’un tire la ligne SP' ; les triangles SFQ , SP'Q 
peuvent convenir, par vm côte' commun SQ, un second côte PQ) èg-tl à un 
second côté l’'Q, et l’angle compris jlf'i égal à l’angle compris jK'. D'où il 
suit 1 .® que l’angle SPQ étant droit , l’angle SFQ est droit aussi , cl que la 
ligne SF est égale à la ligne SP ; a." qnc la ligne SF étant perpendiculaire 
à QF, commune section de PQP', AP’B , plans perpendiculaires l’un à Pauli e; 
■est elJe-méme perpendiculaire an plan AP'B du pcnlagohe ABFGH. 

Maintenant, si du point P, l’on abaisse PQ' pcrpcniliculaire sur BC, et 
qu’on lire SQ'j les triangles SPQ', SPQ peuvent convenir, par un angle droit 
et les côtés autour de ccl angle respectivement égaux; par conséquent, l'angle 
SQ'P, est égal à l’angle SQP = J K' ; et parlant , ce qui a été dit , pour prou- 
ver que la ligne SP* étok égale à la ligne SP, et lomboit perjiendiculaire- 
ment sur le plan du pentagone ABFGH, prouve également, que la ligue SP" 
est égale à la ligne SP, et tombe perpendiculairement snr le plan du penta- 
gone BCTVF; «le sorte qu’en général, toutes les droites SP, SP", SP", SP", 
SP*’, SP” sont égales, et lomlMnit pcrpondüculaireroent sur les plans des pen- 
tagones aux centres desquels elles aboutissent; que par conséquent le point S , 
■est le sommet de six angles solides régnlicrs et cajiables de convenir, attendu 
que leurs axes sont égaux, et que leurs bases sont des pentagones réguliers, 
-de meme grandeur': En d’antres termes, le point S est à égale distance des 
jskins de ces pentagones et des sommets de tous leurs angles. 

Je continue par une obsenation, savoir, que les plans des angles ABF, 
’FBC, des pentagones qui ont leurs centres respectifs en P', P", étant inclinés 
i’un sur l’autre de la quantité K ; il s’ensuit «pie FBGV est un angle solide à 
trois faces égales à l’-angle du pentagone régulier; «jue par li-méme, GFV est 
égal il l’angle de ce pentagone , et qu’il eu est de même des angles \ Tfl , BNM, 
MLI, IHG; de sorte que les plans de tous ces angles complètent, autour des 
points F, T, N , L , H , cinq angles solkles à trois faces égales à l'angle du penta- 
gone régulier; «pie de plus, ocs plitns sc coupant par les lignes GG‘, VV‘, RR’» 
MM>,I1’;U se forme, autour des points G, V, R, .M, I , cinq nouveaux angles 
solides à trois faces égales à l’angle thi pentagone régulier; qu’eu particulier, 
les plans GFV, GUI, étant ioclmés au plan du pentagone ABFGU, de la «juau- 
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tilc K; GG'FU est ud anjjle soliJe à trois faces c^^alcs à l’angle du pcn'.agone 
régulier; cl qu’il en est de même de II'IIL, MM'LN , RR'?iT, VV'T'F. 
D’où il résulte que, si l’on fait toutes les lignes GG‘, 11', MM‘,RR', W’, 
t'galcs à AB, et qu’on tire les droite» G'I', l' Al’, M‘R*,R'V‘, A 'G'; les six pen- 
tagones qui out leurs centres en P, P' , P", P*“, P”, P’, se rcunisseiM à cinq 
„ antres, dont les centres 0,0', O'', 0'“, O'”, sont à même distance dn point 8, 
que les centres des sr» premiers : Car, à ne parler que de GG'l'lii, qui a 
son centre eu O; les triangles SOI, SOU, SOG peuvent convenir, par un côté 
commun, cl les deux autres, respectivement égaux; d’où il suit que SO est 
pci|)cndiculaire an plan de GG'l'lii, et que le triiuiglc SOI, peut esnveuir 
a\cc le triangle SPA, par un angle droit O, égal à un angle droit P, et 01, IS, 
e’ilés autour d’I respectivement égaux à' PA, AS, côtés autour d’A; que par 
conséqticut , 1K) = SP; et que lie même, les ligues SO', S0“, S0"‘, SO'”, 
sout égales à SP, et tombent perpendiculairement sur les plans des polygones 
aux centres desquels elles aboutissent. 

La figure aa6 est donc terminée par onr,e pentagones réguliers, de la gran- 
deur d’AUCDE, inciuiés les uns anx antres de la quantité K, et par une dou- 
zième figure G'I'M'R'A’', dont les côtés sont tous de la grandeur d’AB , et 
font des angles égaux à l’angle du pentagone régulier; donc cette figure est 
clle-mèn.e un pentagone régulier de la giandcur d’ABCDE; donc le solide 
eonstruit, est terminé par douze pentagones réguliers de même grandeur , for- 
mant par trois de leurs angles plans des angles solides réguliers, l’ajouterai , que 
|a lace.G'l'M'R'V' de ce solide, est à la même distance du point S que les 
onze autres; vu que les sommets de tons ses angles, étant à la. même distance 
de |>oint S, que les sommets des angles des antres faces;, si l’on désigne par 
1*”' le point qui- en occupe le centre; les triangles SP”'G* , SP”'!' , SP”'M", 
peuvent convenir, par l’égalité respective de leurs trois eôlés; d’où il résulte, 
que l’angle SP”‘G', est droit; que les triangles SP”'G', SPA peuvent com- 
veinr , par un angle droit et deux côtés P"G',SG', respectivement; égaux à 
deux eûtes PA, SA; et partant, que SP”‘=SP. 

Dénomination et observation. Les douxe faces du corps que l’on vient de 
construire, lui ont fait donner le nom de Dodècahèdre. Il est prouvé que ce 
corps a un centre S; que ce centre est à la distance SP , de toutes ses faces, 
et à la distance SA, des sommets de tous ses angles solides; que par celà- 
' même, il est le sommet de douze angles solides réguliers, ayant pour base» 
respectives les douzes faces du dodécalièdre, et pour axe, une droite de la 
a.*364. grandeur de SP. Il s’agit ù piéscnt de prouver, que ces angles solides sont 
couplés de manière, que l'axe de l’un est le prolongement de l’axe de 
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l^autre, et que les côtés de l’un, sont aussi les proloagemens des côtés de 
l'autre. 

A cel effet, je ilLs J'aLord, que les pentagones qui ont leurs centres en 
O, O’, O", O'", O*', oliiul inclines au plan d(i porilagoue G‘1'M‘R‘V* , île la 
quantité K; les lignes qui, de leurs sommets F, H, L, N, T, tonjbent per- 
pcn.ltctilairoment sur le plan G'I'M', sont égales; que par conséquent, le 
plan FHL, est parallèle au plan G‘I*M‘. Je dis de plus, que les ligues FB,. 
ïlA, LE, ND, TC, étant égales et également inclinées nu plan ABC; les | er- 
pendicolaires qui, des poiutsF, H, N,1.,.T, tombent sur ce plan, sont égales; 
que par Conséquent , lé plan FHL est parallèle su plan ABC. Los plans ABC, 
G'I'M' sont donc partdlèlcs à im troisième FHL; donc ils sont parallèles entre 
eux , donc il en est de môme de deux quelcoiupies des faces opposées du 
dodecahèdre , attendu qu'elles sont situées ,. l’iute par rapport à l’autre, 
oomme les faces ABCDE, G'I'M'R'V'. 

Considérant à présent , que lorsque deux: plans sont parallèles , la perpen- 
diculaire sur l'un est pcrpcndicnlaire sur l’autre , j’observe que si le pro- 
longement de l’uxe SP, ne coïncidoit paa avec l’axe SP'", de SG'l'M'R'V'g 
deux perpendiculaires toinberoicnt du point S sur le plan G'I'M' , savoir , 
SP'" , et le prolungoincnt de SP ; que par conséquent , le prolongement de 
SP , coïncide avec SP” , cl qu’en général, le prolorrgemenl de l’axe d’un dee 
douxe angles solides qui composent le dodccaUèiIre , coïncide avec l’axe de 
celui do ces angles, dont la base est parallèle à la siemic. Reste à prouver, 
que les côtés de l’un de ces deux angles, sont les prolongcraens des cotés 
de l’autre. 

Dans CO dessein j'obse rv'C .d’abord , que la droite G'G , faisant des angles 
égaox avec GF , GH , lignes qui passent par son pied datis le plan du penta- 
gone FGHAB , détermine avec GQ, qui partage cet angle en deux également , 
un plan G'GQ , qtù passe par le milicn de FGHAB , et lui est perpendicu- 
laire n." 3oi ; que par là-mème , ce plan G'GQ , passe par le milieu QD 
d’ABCDE , et lui est perpendiculaire n.'" ago; que par eousérpiciit , laxc l’i> 
et son prolongement SP”, sont dans le plan G'GQ a.” ado, et partant, que 
les points G', G, Q, D, et la ligne PP”, sont dans ce plan; 

J’observe ensuite, que les points G',D, et la ligne PP”, étant dans le même 
plan; la droite G'D ne peut couper la droite PP” que par son milieu S : Car 
si elle la coiipoit par quelque autre point S' , les triangles STD, S‘P'’G‘ 
pourroient convenir, par un côte PD. égal à un côté P'*G*', et deux angles 
S', P , respectivement égaux à deux angles S', P” ; d’oii il suivrt'it que S' p~ 
S' P” , égalité incompatible avec celle qui a été démontrée , sav oir , SP — - 
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SP'*. La droite G'D eou|ie donc la droite PP” par son milieu S; donc nii 
côté quelconque de l’angle solide SABCDE, est le prolongemeiH d’un des 
côtés de l'angle solide SG'I'M’ll'V* ;’done le* côtés de l'un de» douze angles 
solides t/ui composent le dodécahèdre , sont dans la direction des côtés de 
celui do ces angles qui lui est diamétralement opposé, et l’axe de l'an est 
le prolongement de l'axe de l’autre. 

Je finis par une troisième observation, savoir, qu'wrte droite tirée du centre 
r.®3<)5.rtn sommet de l’un quelconque de* angle* solides du dodécahèdre , est l’axe 
de cet angle} que par exem|ilé la droite SA est l’axe de l’angle solide AD£H ; 
Car les triangles .isoscèles SAB, SAE, SAH pouvant convenir, par l’égalité 
respective de leurs côtés et de leurs bases ; leurs angles A sont égaux , et 
par conséquent ^A, est efiectivement l’axe de l’angle solide A3EIj[. 

PROBLÈME LX, 

si.’ôôô.Trouver les rapports du côté AB du dodécahèdre (fig. 3a6), au rayonSA 
de la sphère circonscriptible , et au rayon SP de la sphère inscriptibU 
à ce solide ? 


Puisr|ii’il ne s’agît que de convertir les rapports AB'.SA, BA:SP en rapports 
numériques ou de nombre à nombre ; supposons qu’AB soit = i , et d’après 
cette supposition clicrthoiis les nombres qui doivent représenter SA et SP. 
Par le n.*' iSq, le raton du cercle ciiconscrit à un pentagone régulier, est 


. J 5— 

au coté de ce pentagone comme , PA :AB = 


ô—y's 

1 :K— — ; par 


J 3 

coBscipicnt, lorsqu’ AB = 1 , PA est — -y, De sorte que si l’on pouvoit 

trouver un triangle éqiiiatigle à SPA, et dont tous les côtés fussent numért- 
qiiemcul exprimés; deux règles de trois sulfiroient, pour trouver aussi les 
expressions niimèiiqiics des lignes SA, SP. 

C'est dans le dessein de me procurer ce triangle, que je prends en consi- 
dération ALBL (fig. 337 ), run des angles solides du dodécalièdrc, et que 
j’observe premicrcmciit , qu’AB, AE, AL, côtés de cet angle, étant i%aux ; 
sa base ELB est un triangle étjnilalcral , auquel son axe SA est perpcndicii- 
l.vtrc , et qu’il traverse par son centre Q : Secondement, que le triangle. EAL 
est isoscèle et que son angle .\ est égal à l’angle du pentagone régulier; que 

par conséqiiCDI, ses côtés AE, AL sont à la base EL comme le côté du pen- 

a 

tagonc régulier est à sa diagonale; c’est-à-dire, que AE : EL = 
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et partant que, lorsque AE=îi, EL est = LB = BE : 

2 

Troisièmement , que la ligne PA , qui partage l’angle EAB en Jeux également , 
partage de même, au point R, fa ligne EB , et lui est pcrpeudicnlaire j que 

par cooBc'qncnt BR = j EB = — - — : Quatiiènicmcnt , que la ligne QR , 
tirée du centre Q cfELB, au milieu R de son côté EB, est le ravon du cercle 


■ ; 1 ; et par^ 


iaecriptible à ce triangle; que par conséquent , QR;EB = 

,14-1^5 6-faKS^ 3+1^5 


•+KS 


tant qne , lorsqu ’EB est = - , QR est = ■ =K! 


4» 


=p^- 


3X» 


6 


De CCS observations , je conefus i.® que, AR*=AB’ — BR''=t- 


_0+l£5)» 

i6 


— 6— 01X5 ro — 5— 1/*5 


; que par conséquent ARr^ljX 


, 5— 

— - — r. • 


ifr ~ i6 “ 8 ’ — = a • '• 

3— fiJ-ajXS 3o— ^SjXS — 6 — af/'â al — Sy'S 3 — y'S 
S 48 

3— JX5 

que par OoüscquODt AQ = ^ ‘ 


AQ’=AR’— QR* 


48 43 C ’ 

: 5.° que les eûtes AR, AQ, QR du trian- 


. , s—ys 3—ys . 3-i-ys 

gle AQR , sont proportionnels aux ûotuurcs , y — ^ — : 

4.“ que les cûtés S.V, SP du triangle SPA , cquiangle à RQA , doivent résullcv 

des proportions PA : SA=!ïQA : RA, PA : SF = QA : RQ, en y substituant à 

QA, RA, RQ les valeurs numériques qu’on vient de leur assigner, et à PA , 

2 ‘ , . . . 
celle y — ; qui' lui a été assignée plus Imut ; ce qui les transforme dans 

y^^. SA=K^^ 'y-=P , 

4 y , dcsuuollcs on tire effectivement SA= —=y 

* 6 ’ * 3— JX5 i3i—iyi 

5 ys yis+ys a 

— ï — 5 sp=^f^jzÿixi^(5+y5):y(5-y5) 

K'a(3+jX5) yie-i-ays) ^ ^6-H>yS , ^(G+ajX5)(5+ajX5) 
~ 3y{}—y5)(5—y5)~ 3y{ao—ayS) ~ ^ 5 ^ jxi ~ * ^ ( 5 — »>XiM5+a^3) 


= ÎK 


5o-)-aap^S 
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aSa * 


Observations sur les cinq corps réguliers. 

0 *367. Deux corps réguliers de mime nom peuvent convenir, quand leurs 
faces sont igates: Car leurs angles solides lùani ca|>al>les de con\cnir n.“ 353 , 
une quelconque de leurs faces, fait le même angle spacioire avec louies celles 
qui lui sont contiguës; d'uit il suit que, supposé que S, Z j'eprelscntcnt deux 
corps réguliers de même nom , reposant sur une de leurs faces ; si l’on fait 
coïncider la base de Z avec la base de S ; les faces de Z., au-dessus de celte 
base commune , coïncideront avec les faces de S , au-dessus de celle base- 
oéme , et qu’il en sera de même des suivantes , jusqu’à la dernière : que par 
conse'quent Z conviendra avec SL 

n.*368. 3. Les angles solides du iclrahèdrc , de l’cx.alièdre , et du dodccabèdre , 

sont réguliers et n’ont que trois faces. Mais les angles spaclaircs , compris 
entre deux faces coiiligucs de tout angle .solide à trois faces égides, sont de 
meme nom que ces faces ; donc l’angle spaciaire , conqim entre deux faces 
couliguës du léiralièdrc, est aigu; l’angle sjiaciaire , compris entre deux faces 
contiguës de rexabèdre , est droit; l’angle spaciaire oonipns entre deux faces 
du dodécalièdrc est obtus. Quant à l’angle spaciaire compris entre deux faces 
contiguës de l’oclabcdre (fig. asi): Si l’on imagine une perpendiculaire abaissée 
du sommet A , sur la buse SD du triangle équilatéral SAD , et une perpendi- 
culaire abaissée du sommet C , sur lu base SD du [triangle équilatécal SCD ; 
CCS deux pcrpcudiculoires se rencontreront au miKcu m de SD , et formeront 
l’angle plan de l’angle spaciaire compris entre deux faces contiguës de l’oe- 
tabedre. Cet angle plan est au sommet m du triangle isoscéle A/kC, dont les 
côu% mA, mC sont plus petits que les côtés du triangle isoscéle ACD , rec- 
tangle en D; donc l’angle A/nC est plus grand que l'angle droit ADC ; donc 
l’angle compris entre deux faces contiguës de Fociahèdre est un angle obtus. 
£t de même , prenant en considération SBA , SEA (fig. 33a), deux faces 
' contiguës de ricosalicdrc ; si Ton imagine une perpendiculaire , alvaissée du 
sommet B , sur la base SA du iri.'uigle équilatéral ^A , et une perpendicu- 
laire , aliaissée du sommet E , sur la base SA du triangle équilatéral SEA ; 
ces deux perpendicidatres se rencontreront ait milieu rn de SA, et formei-ont 
l’angle plan du l’angle sjtuciaire compris entre deux faces coutiguës de l’ico- 
sabedre. Cet angle plan est au sommet du triangle isoscéle BmE , cbnt les 
côtés mB , mE , sont plus petits que les côtés du triangle isoscéle BAE, obtu- 
sanglc en A; donc l’angle BmE est plus grand que l’angle BAE; donc l’angle 
coH][ui$ entre deux faces contiguës de l’icosahédre , est un angle obtus. 




Digitized by Google 


CÈOMBTRIE ÉLÉMENTAIRE. 255 

«.*369. 3 . Ou trome le uontbre d’angles solides d’ita corps régulier quelconque , 

en mukipliam le nombre de ses faces, par le nombre des angles de rime , et 
divisant le pruduit par le nombre d’angles qui coBCOnrent à former un do ses 
angles solides : Ainsi , par exemple , le nombre des angles solides du dude'- 
calièdre, est le produit de 12 par 5 , divise par 3 = ^=:: 30. 

Avertissement. L’axe d’un augle solide régulier est proprement la drol:c 
indéfinie , qui fait des angles égaux avec tous les côtés de cet angle ; mais , 
-dans le problème suivant , on réduit l’axe à la partie de cette droite , qui est 
comprise entre le sommet et la base de l’angle solide. 

PROBLÈME LXI. 

t^.'S'jQ.Un angle solide régulier étant donné, par son axe, le côté et Vapothime 
de sa hasef trouver le point jusques auquel il faut en prolonger Faxe , 
pour que ce point soit à égale distance de la base et d^une des faces 
de l’angle donné t 

Soit SABCDE (fig. 328), un angle solide régulier, ayant pour axe SP ligne 
donnée , et pour base , le polygone régulier ABCDE , connu par son eùlé 
AB et son apollième PM : Si du point S, on tire par le |>o>nt M la ligne SQ, 
elle partage la face ASB en deux également; d’où il résulte que l’axe SP, 
.-étant incliné sur SA , comme il l’est sur SB , fait avec SQ son plus petit angle 
sur le plan ASB ; que par conséquent , si on le prolonge en L , et que de ce 
-point-, on abaisse sur SQ U peq>endiculaire LQ , elle tombe pcrpendiculai- 
Tcmcut sm- le plan ASB. Cependant les triangles SPM, SQL sont équiangles , 
par un angle commun S , et l’angle droit P , égal à l’angle droit Q ; donc 
SL ; LQ = SM ; MP ; donc SL — LQ : LQ = SM — MP : MP ; et lorsque 
LQ=PL, SL— PL:PL=SP ; PL = SM — MP : MP = j/‘(SP’-f-MP*l — 
MP : MP ; c’est-à-dire , que le point L «st aussi éloigné de la face ASB , que 
de la base ABCDE , lorsque l’axe SP est à son* prolongement PL , comme 
(SP*-|-MP*) — MP ; MP, rapjtort dont les termes peuvent se trouver au 
moyen des données SP et MP. 

'■.'*371. Conséquence. La position de l’axe SP étant la même, par rapport à toutes 
les faces de l'angle solide S.-VBCDE; les perpendiculaires aliaissées du poiut L 
sur toutes ces faces sont égales , et les rencontrent en des points Q, Q', Q" etc. 
placés à égales distances du point S , sur les lignes SQ , SQ', SQ" etc. qui les 
partagent en deux également. D’où il résulte qu’«n« spfiére de rayon PL , 
qui aurait son centre m L, toucherait la hase SABCDE au point P , et 
les faces de cet angle, aux points Q, Q', Q", etc., 
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n." 37 a. Application l. Dans le ficsscin de iromcr le rappoit de SP à PL, relatl- 
'\eiiieiit à Pangle solide régulier, dont le sommet est an centre, et la base , à 
l’imc des faces de l’icosahedre , J’obscrtc i". que le côté AB de cette base 

étant 1 , son apothème PM csl — — ^ ; que par le n.* 558 , SP — ^ ; 


que par conse'qiient SM=j/’(SP’-t-PM’)= 






, et partant, que SPtPL=SM — PMlPM 


^ 9-1-5 K 5 

3st 

H-1^5 


— r:z= — 2-+-^^5-|-j/i 5 : a = 3’6o5o3,4 etc. r a. Rapport assez 

pi'ès de celui de g : 5 , pour qu’on ne s’écarte pas beaucoup de la ve'rilé , en 
disant , qtt’unc sphère de rayon g , peut être environnée de vingt sphères de 
rayon 5 , lentes on contact avec elle , et avec trois des leurs. 
n.*3;3. Application a. S'agit-il de trouver le rapport de SP à PL ,, relativement à 
l'angle solide régulier , qui a son sommet au centre , et sa base , à l’une des 
* faces du dodécahèJre? J’observe premièrement, que par le n.* i5g, le côté 

^5—1^5 t-i-y'5 

- que 


-\B de cette base, est à son apothème PM , comme \/’- 


a 

_ i+V'i 

par conscqticut, lorsque AB = r, PM est égal à lU/^ i — lAi aÿ'(ia — ap’3) 

,« p., te 5C6, 

* (lo— a>/6)(io-t-ap'5) 8o > i 

__ 5 o-l-aai /5 So-f-aaV^S-t-ao-l-Sj/'S 

SP est =y g — — d’où il suit (pie SM*=SP’-)-PM*= ' ' ' A 

8o * 8o 


SM = K 


70-(-5dj/'5 


8o 


SP 


_ ,ao-f-8j.^5 _ _ ^ao-+-8p^5 

^ L».. • ^ 


PL = SM — PM : PM = 

=K(i5-|-7K5)— : 


70-1- 3oj/ 5 

8o ’ 

. ,70-4-3of/^ J 

^ 8 o ■ ” 8 o ■" 8 o 
p^(4-)-a>/5). Rapport qui en développant 

ys ~ J a36oC, 79774 et». 
aj/5 = 4' 47313, 59548 
lyi =i5' 65347, 584 18 
4 -+- ap^5 = 8' 47213, 59548 . 

i5 -I- lys =3o' 65347, 584i8 
y ( ‘!-\- iy 5 )= a' 91063 
y(,5+?yi)= y 53646 
y ( i 5 + 7 y 5 }— y ( 44-3^5)== a' 62577 

se transforme en celui-ci a' 6 a 677 etc. : a'gio 6 g etc., lequel est si près de 
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37 ; 4l , Iju’on s’ccavle bien peu de la vérile' quand ou div, qu’une spliérc 
de ravon — 3 ^, peut êirc eii\iiomiec de douze sphères de rayon = 4i , tomes 
en contact avec clic et avec cinq des leurs j que par conséquent, si le rayon 
des splières entironnantes , se reduisoit au rayon de la sphère centrale, il res- 
leroit entre celle-ci et celles-là des intertalles de ^ parties de ce rayon , et 
entre les environnantes, des intervalles de ^ parties de ce rayon-iiièuio. 

■*374. Remarque 1. Il est à remarquer, qu*u«* sphire peut aussi être environnée 
de douze autres, de même rayon qu'elle , toutes en contact avec elle et 
avec celles des leurs qu’elles avoisinent. 

En ellel, puisque les côtes d’ABCDEF (fig. 339), hexagone régulier inscrit 
à un cercle ABC , soutendent des arcs égaux ; trois d’enli’tutx somcn<'cnl la 
moitié' de la circonférence; par couséqueul , les diagonales AD, BE, CF sont 
autant de diamètres du cercle circonscrit. De plies, le côté de l’Iicxagone étatit 
égal au rayon du cercle; les six triangles AOB , BOC, CiOD, etc., sont équt- 
Jatéraux et de même grandeur 5 de sorte que si, après avoir coupe en deux 
parties égales les rayons OA , OB, OC, etc. ; l’on décrit, des points O, A, B, 
C,D,E, F comme centres, avec un rayon OL égal à l'une de ces parties, 
sept cercles ; celui du milieu LMN , sera environne de six attires , qui le 
toucheront, et loucheront aussi dctti des leurs. Ajoutons <juo les tii.nngles 
éqiiilatc'raux FOE, DOC, BOA étant égaux; si de leurs centres a , b , c, l’on 
lire aO , bOj, cO , rayons des cercles qui leur sont circonscrijuibles , 
ces rayons partageront leurs angles O en deux également , d’où il suivra 1 
que cliacun des angles aOb,bOc, cOa, sera double de l’angle du triangle 
equUate'ra] : 3.® que les côtés de ces angles étant égaux, il en sera de même 
de leurs bases, et qu’nôc sera un triangle équilatéral : 5." qu’nO , rayon du 
cercle circonscriptible à abc, étant aussi rayon du cercle circouscriptible à 
FOE; CCS deux tnaiigles seront de même grandeur. 

Figurons-nous à présent trois tétrabèdies SFOE, S'DOC, S"BOA, .ayant 
pour b.ascs les triangles équilatéraux FOE, DOC, BOA; les distances des som- 
mets S, S , S' de ces létrahèdres, atix sommets des angles de leurs hases, 
seront égales aux côtés de ces bases, lesquels sont égaux aux diamètres des 
cercles qui ont leurs centres en O, A,B, C, etc., et les perpendiculairc.s 
Sa, S'b, S"c seront égales entr'elles; par conséquent, les côtés du triangle 
SS'S", sont respectivement égaux aux côtés du triangle équilatéral abc. 

Faisons maintenant tourner, autour de leurs diamètres respectifs, les cercles 
dont les centres sont en O, A, B, C, etc. ; il en rè.sultcra sept sphères, runc 
intérieure, les six autres extérieures, et chaque extérieure louchera l’inté- 
rieure et deux extérieures. ^ ensuite nous fixons aux points S, S', S” les cen- 


c- 
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u-cs de trois sphères de même rayon qtie les préce'dcnlcs; 1.® ccs sjihèics se 
toiiclicroiu, en vertu de la convenance des tnangles SS'S", ahc ; a." elles loii- 
clieronl aussi les trois sphères au-dessous d’elles, on vertu de régalilé des cAlés 
des tètrahédrcs Sf OE , S'DOC, S"BOA. Mais trois sphères peuvent so placer 
au-dessous, tout comme trois sphères viennent d’être jdacccs au-dessas de celles 
qui ont leurs centres en O,. A, fi, C , etc. ; donc il est deraontrè qu'en olTel,, 
on peut environner une sphère de douze autres, de même rayon qu'elle, 
qui la touchent y. et qui touchent celles des leurs qu’elles avoisinent. 
n*3-5. Remarque a.. Comparez cette proposition- avec celle qui a été déinontreo- 
pliis haut , savoir; qu’«/j« sphère peut être environnée de douze autres, de 
de rayon plus grand que le sien dans le rapport de ‘si 'Jbn , toutes en cory- 
tact avec elle et avec cinq dés leurs; et d’ahord' il vous paroîtra', que la 
première fait l’espace, ai:#;ir de la sphère centrale , pltis petit qne ne le fait' 
la seconde ; mais cette apparence disparoîtra , dès que vous ferez réllcxion , 
que hi prcniicre se rapporte à un arrangement , qni donne è l’onsemhle des 
sphères moins de profondeur que de largetir; au Heu que la seconde se isp- 
porto à un arrangement, qni met en égalité la profondeur avec la largeur, 
et donne à la largeur même, plus d’étendue que ne lui en donne la premièro; 

Digression. D’un côté il est démontré l.® qu’une sphère de rayon 9, peut- 
être euvironiiec de vingt sphères de rayon 5 , toutes près du contact avec 
clic et avec trois des leurs. 2.* qu’une sphère de rayon Sy peut être envi- 
lounée de douze sphères de rayon 4 i , toutes près du contact avec elle et avec 
cinq des leurs. — D’un autre côté il est reçu en astronomie, que le soleil est 
environné de planètes et de comètes qni circulent autour de lui ; cl que les 
étoiles fixes sont autant de soioils, accompagnés aussi de leurs planètes et de 
leurs comètes. Supposé donc que ces étoiles soient de la grandeur du soleil, 
et qu’elles aient été semées dans Fespace, à distances égales; on voit d’abord 
que, dans cette supposition, le soleil seroit inuuédiatemont environné d’un 
nombre d’étoiles moyen entre 12 et 20, mats beaucoup plus près de J2 que 
de 20; ce qni n’est pas complètement démenti par l’observation, puisque l’on 
compte autour du soleil 18 étoiles de la première grandeur. Mais ce qui ré- 
pugne manifestement à l’égale tCssémination des étoiles dans l’espace , c’esk 
qu’en certains endroit» du ciel elles fourmillent, au lieu qu’en d’autre», elles 
sont fort clairsemées; et ce qui répugne à l’égalité des masses des ëtoiles- 
mèmes , c’est que la Nature sc plaît à diversifier ses ouvrages, par la forme 
et par la grandeur. 
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SECTION III. 

Des Prismes, Pyramides , Cônes el Cylindres, 


TNDi'PrNDAWMrNT lies cinq corps rc’gnliers el de la sphère, la Géométrie 
ilinienlaire s’ocenj e ilii prisme, île la pyraii.iile , ilu cône et du cylindre. 
Coustrui-'Otis ces solides cl doiiuons-cit les dciiuilions. 


Conslruclicn rt {fi'Jinilion. Des soimiicts A, B, C,D, E (fig. sSo), de 
^ tous les angles d’AlàC'UE polygone quelconque de la première classe, élevez 
sur le plan de ce jiolygone des dioilcs Al'', £G, Cil, DI, EK, parallèles 
culr’cllcsj puis par iiu point F de l’uiie de ces droites, faites passer un plan 
FGII , parallèle à ABC : le solide terminé par les polygones ABCDE, FGHIK , 
el les quailriloières ABGF , BCIIG , CDIH , DEKI , EAFK sera un Prisme. 

Or vous reiuarqtieicz, que les lignes AF, BG, CH, Dl, EK étant parallèles 
cl contenues eiitic des plans parallèles, sont égales ^ que par conséquent, 
tous les quadrilatères ABGF, BCIIG, CDIU, DKKl, EAFK sont des paral- 
lélogrammes; el p.'irtanl, que ceux dejeurs côtés qui sont opposés Ttin à l’attire 
sont égaux; d’où il suit ultérieurement, que les polygones ABCDE, FGlllK 
sont équilatéraux clitr’cux. Ajoutez qu’ils sont aussi cquiangics entr’eux : 
car par exemple, l'angle BAE est égal à l'angle GFK , attendu que leurs 
jainlies sont prrallcles et dirigées dans le même sens. 

Ainsi donc, de cette construction cl de scs conséquences il résulte, que 
ir prisme est mn solide terminé par deux polygones de la première classe, 
el par de* parallélogrammes ; que ces polygones peuvent convenir, et que 
, deux des cùtés oppoeés de chaque parallélogramme , sont des côtés corres- 
^ I pondons de- ces polygones-méines. ^ '' 

■' II' I DéfinHis/stSi Dès qn’on iloime le nom de Sase du prisme, an polygone sur 
I ' lequel il a'bté ^construit, il s’ensnit qn'on doit donner le nom de Toit du prisme, 

, ' au poly gone qui le termiile du côté opposé à sa buse , el le nom de Faces 

. . ^ ' du prisme^ au parallélogrammes qui le lerminent laléralemenl. Par rapport 
ans Côtés du prisme , ce sont ceux dus c ôtés de ses faces , qui de sa base 

J.' ,1.1 »'iA < é JJ ' !'■> tJ:i. .»■ ?j.. 'i..p - i i 5j 
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«ont jusqu’à suii loîi : Al', RG, CII, etc. , squi en iucnic lenis, côtes des faces, 

et côtes du prisme ABCDEFGUIK.. 

Conséquence. De ce que FGlllK, toît du prisme, peut convenir avec sa 
hase ABCDE, il suit que, si i’oji coupe un {trisme par uii plau parallèle à sa 

■•'**/7 has«; la section est loujiturs capalde de convenir avec la hase : car le plan 

FGH , e'taut .passé par le point F de la ligne AF, parallélenuint au plan ABC; 
si l’on eut pris ce pouit autre part sur cette ligne, en L par .exemple; la sec- 
tion faite par L , aussi bien que la section faite par F , se seroit irouvce capa- 
ble de convenir avec ÀBCDE; par conse'qucnt, la eeciio» d'un prisme , par 
un plan parallèle à sa Lase , est toujours capaide de convenir avec elle. 

Divisions. Par rapport à Finclinaison de leurs côtes sur leurs bases , les 
prismes se divisent .en droits et obliques: Prismes droits , ceux dont les cêtc's 
sont perpendiculaires aux plans de leurs bases : Prismes s obUquts , ceux doM 
les côtés sont obliques aux plans de leurs bases. 

Par rapport à leurs bases, les prismes sont triangulaires , quadid^tèrau», 
pentagonaux, Itcxagonnux, etc., selon que ces bases sont des triangles, .des 
quadrilatères, des pentagones, des hexagones, etc. 

Subdwisian. Entre les prismes quadrilatéraux , on disringue par le nom de 
Parallélépipèdes, ceux qui ont pour bases des parallélogrammes. E( les pa- 
^ rallélcpipèdcs se divisent comme les prismes en droits et obliques Parallér- 
Upipèdes droits , ceux aux bases desquels les «ôtés sont perpendiculaires : 
ParalUlépipèdes obliques, ceux aux Isases desquels les côtés sont obliques. 

■ Enfin on qualifie de ParalUlépipèdes rectangles , ceux d’entre les pargllélé- 
pipeJes droits , dont les bases sont des rectangles. 

Construction et définitions. Décrives nu cercle ABC , de rayon quelconque ; 
élevez de sou centre K , au-dessus de son plan, une droite indéfinie KL, arbi- 
trairement inclinée à ce plan; d’on point quelconque A, de la circonférence 
ABC, tirés AD parallèle à Kl. , et faites la mouvoir sur ceuc ,circonférence 
parallèlement .à KL-méme.. Après une entière révolution d’AD autour de KL , 
le solide qu’elle aura décrit sera un cylindre s la base de ce cylindre sera le 
cercle ABC, qui aura servi à sa construction ; sou ane, qera fa ligne KL, 
élevée du cenue au-dessus du plan de sa base; ses côtés , eeront les .droites 
* qiû représenteront AD dans ses dilTérentes skuatious';' sa mufiaep enfin, sera 
celle qu’AD aura décrite par sa révolution antpur de KL. Par conséquent le 
cylindre est un solide , terminé par la surfiace que décrit une ligne droite, 
quand elle se meut parallèlement d elle - même , sur la circonférence d’un 
cercle. 

Division. Les cylindres se (fivbcut en droits et obUquw : cylindres drqits^ 
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' cenx Jom l'axe est pcrpemiiculrâre ù la base : cylindres obliques j. ceti» dont 
Taxe est 01>1m|UO à la base. 

THÉORÈME CXXVir. 

Syi-ZjCk section d'un cylindre par un plan parallèle à sa hase, est' un cercU,. 
dont le centre est sur l’axe , et dont le rayon est égal au rayon de les 
base du cylindre. 

Soit KL l'axe, Cl K. \ le r.tyon d’ABC base du cylindre Y ( Cg. aSi ) , la sec-- 
don dé CB cylindre par le plan DEP, parallèle à ABC, est un COrcle,, dont 
le cciilro est sur KL,, cl dont le rayon LD, est e'gal à BLA. 

En effet, du point L, par lequel l’axe KL rencontre le' plan DEP, tirea 
une droite LE, à l’iui quelconque des points du contour de la section DEF,, 
et le plan KLE, passant par le point E d’EB', coté du' cylindre, passera par 
tout ce côté, attendu qu’il est parallcio à KL. Ainsi les lignes EB, Kl. étant pa- 
rallèles et contenues entre les plans parallèles ABG, DEF sont' égales; Te qua- 
drilatère KLE B, est un-parallâogrammo ; ses côtés LE, KB sont égaux ; toutes 
les lignes tirées du point L au contour de la section DEF sont égales au rayon- 
K.A du la base ABC; et finalenient, celte section est uù corde, dont le centre 
•St sur Puxo, et dont le rayon est égal' au rayon de la base du cylindre.- 

THÉORÈME GXXVIir. 

379. Cvi plan qui passe par un des côtés d’un cylindre et par la droite qui en 
touche la base au point où ce côté la rencontre , n’a de commun avec la 
surface, de ce cylindre , que le côté par lequel il passe : Et réciproque- 
ment un plan qui n’a de commun avec la surface d’un cylindre, qu^un des 
oôtés de ce cylindre, passe par une tangente à la baeedoce cylindre-mime. 

i 

Soit en effet AD, l’un des côtés du cylindre Y (Gg, fl 3 i), AT la droite qui 
en touche la base ABG en A, point auquel AD la rencontre : Si par un point G, 
du côté AD, l’on fait passer un plan GUI, parallèle à ABC; les droites GM, 
AT , sections de ces deux plans par le plan TAG ou TAD, seront parallèles : 
si ensuite, des contres K, O, des cercles ABC, GHI, l’on tire les droites 
KA, OG; les côtés AG, KO, du quailrilatère AGOK, étant égaux et paral- 
lèles; ses deux autres oôtés KA, OG sont aussi égaux et parallèles. D’où il 
résulte successivement, que les jambes OG,GM de l’angle OGM, sont paral- 
, Ules> uBO-è-une aux jambes KA, AT do l’angle KAT; quaKAT éuiu droit. 


OGM l’cstanisij <|u’cxcejrtc le point G, tous les poiiusdc la droh« QM sont hors 
du cercle GUI; <|uc les seuls points «juc le plan TAD ait en Commnn avec la 
surface du cylindre Y, sont ceux du côlë AD; et fmalenient , qu’un plaiiTAD^ 
qui passe par TA, lanyciitc à la hase do ce cylindre, et par un côté AD de 
ce cylindre, n’a de conininu arec sa surface, que ce côtc-mènie, 

Keciproquenicnl, lorsqu’un pianTAD, n’a de coniinnn a\ oc un cylindre Y, 
qu'un des côtes AD de ce cylindre, la connnune section TA des plans TAD, 
ABC, touche ABC Itase d’Y , au point A, par lequel AD la rencontre : car 
si elle ne la touelioit pas eu ce point, elle seroit oblique au rayon KA , et 
couperoii le cercle ABC ; de sorte que le plan TAD et la surface du cylindre 
auroient d’aulres points communs que ceux du côte AD. 

Définition.- Tout plan <jni est déterminé par une tangente d la baae d’un 
cylindre, et par le côté de ce cylindre, qui passe par le point de contact 
de la tangente, est dit toucher ce cylindre : En d’autres termes, un plan 
touche un cylindre, quand il passe par un de scs côtés, et par la droite qui 
touche sa base , au point où ce côté la rencontre, 

THÉORÈME C X X I X, 

îio.La commune section de deux plans qui touchent un cylindre, est parallèle 

fi l’axe de ce cylindre. 

Soient TAD, TCF, deux plans qui touchent le cylimhe Y (fig. aSi); l’un 
par le cûtéAD, l'antre par le côte CE tTN, comnnmc section de ces deux 
plansj sera parallèle à KL, axe d’Y, 

Supposé en edri, que TN ne soit pns parallèle à KL; elle ne peut l’cire, 
ni au côté AD, ni au côté CE' : car si clic re'loil à AD, par exemple; AD 
.seroit parallèle à TN, et à KL; et réciproquctnenl , TN et KL seroieut 
parallèles à AD; d’où il siiivroit que TN seroit parallèle à KL, n.* 2^4- 

Pu'is donc que lorstjue TN n’est pas parallèle à KL, plie ne l’est ni au 
cote AD, ni au côte CE; il faut qu’elle rencontre l'un et l'autre; ce qu'elle 
ne peut faire quç par un ou <Icux de scs points : or si c’est par un point seu- 
lement ; CCS côtés SC rcucontreni en ce point même, ce qui répugne à leur 
parallélisme : Si c’est par deux points; la ligne TN a l’iiii de ces points sur AD, 
et l'autre sur' CE'; elle a donc deux de ses points sur le plan de ces parallèles; 
elle est donc tonie emière sur ce plan donc les plans TAD, TCF sont couchés 
sur le plan dos côtés AD, CF, ce «pii répugne h cc qu’ils se coupent; donc finale- 
ment, U implique contradiction, qae TN , coniimme section de ces plans, 
ne soit pas parallèle à KL. 

• Définitions, Le cylindre dont nous avons parlé jusqu’il présent , n^est pas 
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le seul solide auquel ce nom son appropiie ; on le donne aussi à tomes les 
parties de ce solide , qui sont contenues entre deux plans qui le coupent pa- 
rallèlement à sa base J et alors, la section inférieure prenant le nom de Bote, 
la section supe'rieiire prend le nom de Tott du cylindre contenu entre cea 
sections - niémes. Quapt ii la hauteur, au côté, à l’ate et ii la surface de ce 
cylindre partiel; sa Hauteur, c’est fb distance de son toit à sa base ; son Côté, 
c’est la partie du côté du cylindre total , qu’il contient entre son toit et sa base : 
son Axe, c’est la partie de l’axe du cylindre total, qu’il contient entre son toit 
sa base ; sa Surface euRii , est cette partie de la surface du cylindre total , 
qu’il contient entre son toU et sa base. 

38 1 . Conséquence. Lorsqu’on prend le mot cylindre dans sa seconde acception, 
on peut dire., qu’nra rectangle, fixé à l’ Espace par un de ses côtés , venant 
d tourner autour de. ce côté-mfme , décrit un cylindre droit ; Car i les deux 
côtés de ce rectangle , qui font un angle droit avec son côte' immobile , restent 
tous deux dans no plan perpendiculaire au côté immobile : 3.” le côte' paral- 
lèle au côte immobile, ne cessant point de lui être parallèle, décrit la meme 
portion de surface cyllndrt(|tic, ipi’il auroit décrite, si toute la droite dont il 
fait partie s’étoit mue parallèlement à l’axe du cylindre total. 

Définitions. L’on dit d’un Prisme, qu’il est inscrit à un cylindre, lors- 
que reposant sur un polygone inscrit a la base de ce cylindre , ses côtes sont 
autant de côtés du cylindre circonscrit : l’on dit d’un Prisme, qu’il est cir- 
conscrit d un cylindre, lorsqu’il repose sur un poly^nc circonfcrit à la bâte 
do ce cylindre , et qu’il en touche la surface par chacune de ses faces. Ajoute* 
que les prismes et les cylindres , qui sont inscrits et circonscrits les uns .aux 
autres, sont censés avoir même hauteur, c’est-à-dire, que leurs bases et leurs 
toits , sont respectivement dans les mêmes plans. 

Si enlin , du centre de la base d’un cylindre , avec un rayon plus petit que 
celui de cette base, ou décrit un cercle concentrique à cette ba.se mêiiie ; 
et que sur ce cercle, on com^oive un second cylindre, de même axe et de 
même hauteur que le premier; ce second, ôté du premier , laisse ce quon 
appelle un Anneau cylindrique , dont la Hauteur est la même que celle du 
a.cvlindre total, et dont V Epaisseur est égale à l’excès du rayon de la base 
du cylindre total sur le rayon de la base du cylindre partiel. 

•Construction et Définition. LonK|uc d’un point S, hors du plan d’ABCD, 
polygone de la première classe ( fig. 35 s ) , on tire des droite* aux sommets 
A, B, C, D de tou* les angles de ce polygone; le solide SABCD qui est ter- 
miné par ABCD, et par les triangles AS£ , B8C , CSD , DSA , prend le nom 
., de Pyramide i de^ aorte cpltuie pyramide est .sut solide , terminé par un 
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pefygone de la première classe et des triangles , qui ayant leurs sommets 
en mime points hors du plan de ce polygone , empruntent leurs bases des 
côtés de ce polygone même. 

Définitions et Dénominations. La Base d’une pyramide est le polygone 
pre'alaLIemeul tracé peur la constnûre : son Sommet «si le point, hors du pl.nn- 
de sa base , duquel on tire des droites aux sommets do tous les angles 
de sa base môme ses Côtés sont ees droites mêmes : sa Hauteur est la per- 
pendiculaire abaissée de son sommet sur le plan de sa base-: ses Faces sont 
les triangles formés par deux de ses côtés et un côte' de sa base : sa Surface 
«ulin, est l’assemblage de ses faces, sa base n’y est pas comprise. 

Dénominations et Qualifioation. Les pyramides sont Triangulaires , Qba> 
drilatèrales , Pentagonales , Hexagonales, etc-., selon qu’elles ont pour bases 
des triauglcs, des quadtilatères, des pentagones, dos hexagones, etc. On qua- 
lifie de Droites, ou de Régulières , colles dont la base est un polygone régu- 
lier, et dont le sommet se trouve sur la perpendiculaire e’Ievce du centre atn 
plan de ce polygone. 

THÉORÈME eXXX. 


n.'Sa. Lorsqu’on coupe une pyramide quelconque par un plan parallèle d'sa Base^ 
J .* les faces de la pyramidi partielle , sont équiangles une-à~une aux 
faces de là pyramide totale : a.® les angles solides H trois faces r qui 
reposent sur la'base de la pyramide partielle , peuvent convenir un-à-un 
avec les angles solides à trois faces, qui reposent sur la Base de la py- 
basc de la pyramide totale : 5.® la base de la pyramide partielle est 
semblable à la base de la pyramide totale: k.” enfin , les côtés de ces 
pyramides, d’une part, et les côtés de leurs bases d’autre part, sont un-àr 
un J comme les hauteurs de ces pyramidts-mémes.- 

1 .* La pyramide SA6CD (fig. a5»), ^aot coupée par abc, plan porallèle 
à .ICC; les droites ab,bc, cd , da, sont parallèles une-à-une aux droites 
AB, BC, CD, DA n.* aC8 ; d’où il résulte que les triangles Saô, Sôc , Sed, Sda, 
sont équiangles un-à-un aux triangles CAB,. SBC SCD, SDA; que par 
conséquent, les côtés de la pyramide pardeile d’une part, et les côtés de sa 
base d’autre part, sont respectivement proportionnels aux côtes de la pyramido 
totale d’une part , et aux côtés de sa base d’antre part. 

a.® Comparez l’angle solide oSôd, à l’angle solide AS6D : les faces Sab, 
Sad du premier , renferment le même angle spacieire que les faces SAB , 
SAD du second , et leur sont respectivement tq^es ; par conséquent ces deux 
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angles solides peuvent convenir ; cl l’on peut en dire autant des angles solides 
bSac , cSid , slSca , .compares tm*à>-un aux angles solides BSAC, CSBD , 
DSC A. 

3. " De ee que ces angles solides peuvent convenir nn-lt-tm , par deux faces 
respectivenieiit e'gales , et l’angle spaciaire compris entre les premières , égal 
à l’angle spaciaire compris entre les secondes , il suit que leurs troisièmes faces 
-sont e’gales; que par cOuse'quent la base abcd est équiangle à la hase ABCD. 
Mais par l’art . i . les cotés d’abcd sont proportionnels aux côtés d’ABCD ; donc 
abcd est semblable à ABCD. 

4. * Abaissent SP , perpendiculaire sur le plan ABC, clic rencontre en p le 
plan abc, et les triangles Spa , SPA sont éqtiiangles, par un angle commun S 
et un angle droiip =P. D'oui! suit que Sn ' 8A = Sp : SP; que par conséquent 
il y a même rapport entre les côtés correspondans , qu’entre les bouteurs des 
deux pyramides ; que de plus les côtés des bases étant comme les côté.s 
des pyramides , il y a même rapport enlr’eux qu’entre les hauteurs des 
pyramides. 

a.* 383. Conséquence l. léOrsqiton prolonge les côtés d’une pyramide , et qu’on 
les coupe par un plan parallèle n sa base, il en naît une seconde pyramide , 
qui a les mêmes rapports à la première , que ceux qu'on vient d’énoncer 
Comme existons entre une pyramide coupée par un plan parallèle à sa 
base, St la pyramide qui en est retranchée par ce plan même. 

Conséquence, a. Supposé que la pyramide SABCD (fig. a5a) soit droite : 
SP |>erpendicnlaire abaissée de son sommet S, sur sa base ABCD, se termine 
•.*384.en P , centre de celle base. Supposé de plus que cette pyramide soit coupée 
par un plan abc, parallèle à sa base ABCD; sa section abcd est un polygone 
régulier, de même nom qu’ABCD , et ce polygone abcd est traversé en p par 
la perpendiculaire SP. D’où il suit que les triangles S^ci , S/7& , Spe , Spd, 
étant équiangles un-â-un aux triangles SPA , SPB , SPC , SPD , par un angle 
icommun S, et un angle droit p = P; le point p est le centre d'abcd, comme 
le point P est le centre d’ABCD; que par conséquent, la pyramide Sabcd , 
estaueei bien me pyramide droite, que la pyramide SABCD. 

Dénominatioas. Après avoir coopé une pyramide quelconque SABCD » par 
aiB pbui abc , parallèle à sa base ABCD , si l’on enlève la pyramide Sabcd i ce 
qui reste est une Pyramide tronquée , qui a même base ABCD que la pyra- 
mide coupée, «t dont le Toit est abcd , base de la pyramide enlevée. Quant 
à la liauleur , aux côtés, aux faces , et à la surface de la pyramide tronquée : 
Sa Hauteur est la distance de son toit à sa base : Ses Côtés sont les droites , 
... qui, des sommets des angles de son toit, vont sbouûi' ata souuueu dee angles 
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de sa base : scs Faces sont ce qui lui rcstix des faces de la pyramide coiipcc ; 
Su Surface cnGu , est l’assemblage de ses faces , abstracliou fuite de son toit 
et de su base. 

Génération du double-Cone. A uu point quelconque S (fig. a55), hors 
du plan d’un cercle ABC , je fixe par uu de scs points une droite iiidéfinic 
SA , puis la faisant tourner autour du point S , cusortc que (|uel(|u’un de 
ses autres points suit toujours sur la circonférence ABC , elle décrit en un 
tour entier le double-Cône SABCDEF. 

Dénominations. Les parties SABC , SDEF du double-cône , prennent 
cbacuuc le nom de Cône: Le point S, par lequel SA a e'tc fixée à l’Espace, 
est à la fols le Sommet du double-cône , et le Sommet de cliactin des cônes 
qui le composent; Le cercle ABC, qui a servi à construire le double-cône , 
est en même tcuis la Bâse de ce solide , et la Base de sa partie SABC : 
Toute droite tirée du point S , par un point quelconque B , de la circon- 
férriice ABC , est un Côté du cône SA^C , et devient un Côté du doitblc- 
cône , quand ou la prolonge au-dessus du point S: Enfin la droite iudéfiiiic 
SK , qui, du [loint S, passe par K , centre d’ABC , est eu méme-tenis V.rJxe du 
double-cône , et V.ïxe de chacune de ses parties. 

THÉORÈME CXXXI. 

B*. 385. deux cônes, qui composent le double-cône peuvent convenir. 

Soh SABCDEF (Gg. a55), un double-cône, ayant pour base ABC, et 
pour axe KH : Si après avoir pris sur SH une longueur SL = SK , l’on fait 
passer par le point L un plan DEF , parallèle i ABC; la section DEF est un 
cctclc de rayon égal à celui d’ABC : Car tiiant da point L, à un point quel- 
conque de cette section la ligue LE; prolongeant ES, jusqu’en G, point de 
, la base ABC, et faisant passer un plan par les droites £G, KL, qui se coupent 
en S; les sections LE , KG des plans parallèles ABC, DEF , par le plan EGK, 
.sont parallèles , et les triangles SLE , SKG peuvent convenir , par uu côté 
SL = SK , et trois angles égaux un-à-iin , et placés de même par rapport à ce 
côté : d'où il suit que les droites tirées du point L , au contour de la section 
DEF , sont rcs[)eetivemeiit égales aux droites tirées du point K an contour 
d’ABC ; que par conséquent , DEF est un cercle do môme rayon qu’.ABC. 
Ajoutons qu’itne droite KL, contenue entre deux plans parallèles ABC, DEF, 
étant inclinée également sur l’un et sur l’autre ; SL est inclinée à DEF , comme 
SK 1 ’est à ABC ; d’où il suit que , si l’on fait d’abord coïncider DEF , base 
du cône SDEF, avec ABC, base du cône SABC, et qu’ensuite, on fasse 
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«oTncidcr SL avec SK ; SDEF conviendra avec SABC ; et parlant t|u’il sera 
dëniouirc rjue les cônes rpii composent le duuble-côue peuvent convenir.- 

THÉORÈME C X X X 1 1. 

ZiB.Quartd on coupe un des cènes qui forment le double- cône , par un plan 
parallèle à sa base la section est un cercle dont le Centre est à un point 
de faxe , et dont le rayon est au rayon de la base du cône , comme la 
partie de l’axe , comprise entre le sommet et la section , est à la partie 
de l’axe, comprise entre le sommet et la base du cône. 

Soit S.\BC (fig. a33), Tuo des cônes qui forment le doiible-cone SABCDÉF : 
Si on le coupe par im pl,in MXV, parallèle à sa Ikisc ABC; et que du point 
O, par leipiel son asc SK, rencontre la section MMV, l’on tire une droite 
ON ÿ à nn point quelconque N du contour de MNV, le plan SON coupe la 
base ABC , par une droite KG, parallèle à ON; d’où il suit que les triangles 
SKG , SON sont èquiangles J que ON KG = SO : SK; que les droites 
tirées dit point O an contour de MNV, sont nne-à-iine aul ratons d’ABC, 
comme SO à SK; et partant , que la section MNV est un cercle , dont le 
centre est k im point de l’axc , et dont le rayon , est au ravon de la base du 
cône comme la partie de l’asc, comprise entre le sommet et la section, est à 
la partie de Faxe comprise entre le sommet et la base du cône. 

Dénominations. Le nom de cône ne se donne pas seulement aux deux 
cônes qui forment le double-cône , on le donne aussi aux parties , soit de 
l’im, soit de l’autre, qui sont comprises entre son sommet et l’nnc quelconque 
do celles de ses sections qui sont parallèles à sa base : Ainsi par exemple , 
le cône SABC(Cg. a35), étant suppose' infini, en qualité' de moitié du double- 
tôiie SABCDEF ; celle de ses parties qui rtj'ose sur MNV, section parallèle 
à sa base ABC, est aussi un cône; et ce cône fini SMNV , se termine au 
point S d'une part , et au cercle MNV d’autre part. Or ce point est son 
sommet , ce cercle est sa base , son axe et ses côtés sont ce qu’il eiuprunte de 
Taxe et des côte's du cône inlini SABC ; sa hauteur est la perpendiculaire 
abiûssée de son sommet sur le plan de sa base ; sa surface est contenue entre 
son sommet et sa, base, celle-ci n’y est pas comprise. J’ajouterai, relati- 
vement à tous les solides auxquels on donne le nom de cône , qu’on les dis- 
tingue en droits et obliques: Cônes droits, ceux dont l'axe est perpendiculaire 
à la base ; Cônes obliques , ceux dont Faxe est oblique à la base. 

Observations et conséquence. Remarquez à présent et en premier lieu , 
qu'un cône Gui SMNV (fig. a53), étant coupé par un plan ABC, jiarallcle 
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à sa Lase MNV; siryn aliaisse SP, perpenjiculaire en P sur M?îY , et en p 
*iir AliCj et rpie tles pLeAs K, O, des axes SK, SO, l’on lire les droites Kp, 
OP; les Iriaiiglcs SKp , SOP sont cquiangles; que par couseVpiCDl SK ; SO= ' 
Sp : SP ; cl parlant , que l’axe du cône parlicl , esl à l’axe du cône tolal , 
comme la hauteur du cône partiel , est à la hauteur du cône total. — Remarquez 
en secoud lieu, que les triangles SKG, SON sont aussi cquianglcs; que par 
conséquent , SK SO SG ; SN ; et parlant que l’axe du cône partiel est à 
l’axe du cône total , comme un côte’ quelconque du cône partiel , est au côte" 

du cône total dont il fait partie. De ces deux observations , rapprochées 

387-du Théor : CXXXII , vous conclurez que , I^rs(ju’on coupe un cône fini 
par un plan parallèle à sa base , le plan coupant sépare du cône total un 
cône partiel, qui a pour base la section ; que celte section est un cercle, 
qui a son centre à un point de i'axe du cône total ; que le rayon de la 
base du cône partiel est au rayon de la base du cône total , comme taxe 
du cône partiel est à l’axe du cône tolal , ou comme lu hauteur du cône partiel 
est à la hauteur du cône total , ou enfin, comme un côté quelconque du cône 
partiel est au côté du cône total dont il fait partie. 

THÉORÈME CXXXH. 

388. plan qui passe par V un quelconque des côtés d’ un cône , et par la 
droite qui en touche la base dans le point où ce côté la rencontre, n’a 
de commun avec ce cône que ce côté même. Et réciproquement, un plan 
qui n’a de commun avec un cône, qu’un de ses côtésl, passe parla 
tangente à la base de ce cône, dans le point où ce côbl la rencontre. 

Soit SMNV (fig. a53) un cône; SO son axe ; MNV sa base ; et TV la 
tangente à cette base , dans le point où le côté SIT la rencontre : le plan TVS 
n’a que SV de commun, avec le cône SMNV, 

Supposé que .\BC tepiéscnle uuo section de SMNV , jaarallclc à sa base 
MNV; cette section ne rencontre le côté SV, qu’eo un point C 1 Car KC, 
OV , sections des phms parallèles ABC, MNV par le troisième SOV , sont 
des rayons parallèles des cercles ABC , MNV , et QC , section des plans 
parallèles TV’O , ABC [Vir le plan SVT, est parallèle à TV. Or de ce que KC 
est parallèle è OV , et QC à TV, il suit que l’angle OVT étant droit, l’angla 
KCQ l’est aussi ; donc QC esl tangente de la section ABC, au point Ç ; donc 
tous les points de QC, excepté C, sont hors de la circonférence ABC; donc 
tous les points de SMNV, excepté ceux de SV , sont hors du plan TVS, 
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Hécîproqncment , suppose fpic le plan TV S, ii’aît (pie SV de commun avec 
Je cône SMN'V ; ec plan passe par la icngeiuc à la hase de ce cône , dans le 
point où SV' la rencontre : Car s’il n’y passoit pas , il passcroil par un oblûpie 
au raytHi OV et couperoit le cercle MNV, ce cpii lui dunneioU en commun 
avec le cône SM2SV , d’autres points que ceux de SV, 

Définition». Supposé tpi’aprcs avoir coupc un cône SMXV’ par un plan ABC, 
parallèle à sa hase MNV,' l’on retranche de cc cône sa partie SABC; te reste 
prend le nom de 6’d«e tronqué r et la ba»t de ce cône tronque, est MNV', 
hase du cône cunpc t sou toit est ABC , base dsi cône retranche' : son axe , 
scs côté» , sa' surface, sont les diQ’éreiices des axes, des côtes, et des sur- 
iaces, des cônes coupe et retranche : sa hauteur est la distance de. son toit 
» sa hase. 

Autres définitions. Un polygone quefcoiiquc étant inscrit à un ccrcfe , st l’on 
construit sur cc cercle un cône^ et sur oc polygone une pyraiiiidc , dont le 
sommet coïncide avec le sommet du cône; on dit de la pyramide, qu’elle est 
inscrite au cône, et du cône ,. qu’il est circonscrit à la pyramide. — R'ccipio- 
quement, im polygno qnelcouqne étant circonscrit n un cercle; si l’on cons- 
truit sur ce cercle un cône, et sur ce polygone une pyramide, dont le sommet 
coïiicide avec le sommet du cône ; on dit de la pyramide , qu’ello est cû cons- 
crit au cône, et du cône qu’il est inscrit à la pyramide. 

Définitions et Dénominations relatives à la sphère. On donne le nom de 
Segment de sphère, à chacune des parties dans lesquelles un plan paiiage un» 
tqilicre , et l’iiu et l'autre segment prend le uotii é! Hémisphère , quand le plan 
qui les sépare , passe par le centre de la sphère. Deux segmen» de sphère sont 
complémentaires l'im de l’autre , quand ils forment ensemble toute la sphère. 
La base d’un segment de sphère est la section cii-culaire qui' l’a séparé' de son 
complémentaire ; sa hauteur est la droite qui, du centre de .sa base', s’élève 
perpendiculairement sur elle et se termine à sa surface ; sa surface est, cxclu- 
sivCtncnt à sa base , la portion de surface, qu’il emprunte de la sphère. — 
Un segment tronqué, c.vt la punie restante d’un scgjiicut de sphère , lorsque 
après l’avoir coujié par un phui parallèle à sa hase, on en ôte le segment au- 
dessus de la section : Lu base d’un segment tronqué, est la plus grande des 
sections qui le termine : sou toit, est la plus petite de ces sections; cepen- 
dant, comme il peut arriver que ces sections soient égaies; ou peut prcmlre 
alors celle rjvi’on veut pour sa base, ecHc qu’on veut pour son loît : La hau- 
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leur d’un segment tronque, est la distance de son toit à -sa liase ; sa turfaee 
£st celle qu’il emprunte de la sphère, son toit et sa hase en sont exclus. 

Les sections de lu s|>lière , par des pluns qui passent par son centre , sont des 
grands cercles de la sphère. Deux qnelcouijues de ces grands cercles se cou- 
pent ]>ur un de leurs diamètres, attendu que tous les deux ont leur centre 
au centre-même de la .sphère ; que par conséquent , leur commune section 
passe par ce centre, ce qui ne peut se Taire sans qu'elle coïncide avec un de 
Icui's diamètres. Quant aux sections de la spricre , qiti ne passent pas par son 
centre ce sont des petits cercles de la sphère; et l’nxa d’un petit, comme 
Vaxe d’un grand cercle, est celui des diamètres de la .splicre, qui, du centre 
de ce cercle, s’élève perpenditulairenient sur son plan. Les Pôles, soit d’un 
grand, soit d’un petit cercle de la sphère, sont les extre'mites de son axe. 

Toute partie de la sphère, qui est comprise entre deux moitiés de grands 
cercles, est un Secteur sphérique'. BADCB (fig. a55), compris entre les deux 
demi -cercles BAD, BCD, est un secteur sphérique : les deux moitiés de 
grands cercles qui le reiiTertticiit , sont ses faces ; sa surface est la partie de 
«uriace spliciirpic, qu’il contieiil entre ses faces. 

Ou duune le nom tic Triangle- sphérique , à toute poi tion de surface sphé- 
rûptc , qui est terminée par trois arcs de grands cctclcs : ABC ( fig. a35 ) est 
«n triangle sphérique : scs côtés sont AB, BC, CA , arcs des grands cercles 
B.VD,BCD, ACE: ses angles, sont les angles spaciaires, contenus entre les 
plans sur lesrpiels ses côtes sont tracés : sa surface est la portion de smfuce 
sphérique qu’il contient entre ses cûte's. 

n.’38g. Conséquence i. Chaque côté d’un triangle sphérique quelconque, est plus 
petit que la moitié d’une circonférence de grand cercle : car si l’on mène 
les cordes d’ABC ( fig. 235) triangle sphérique , et qu’on tire du centre O de 
la sphère les rayons OA, ÜB, OC, qui ahoiitissrnt aux sommets des angles 
du triangle rectiligne ABC j l’on forme l’angle solide à trois faces SABC 
qui a son sommet en O cl sa base en ABC : or chaque face de cet angle 
Solide est plus |)elite que deux angles droits; l’arc de grand cercle sur lequel 
elle insiste est donc plus petit que la moitié de la circonférence de ce grand 
cercle; donc chaque côté du triangle sphérique ABC, est plus petit que cette 
moitié de circonférence. 

B.» 390 . Conséquence a. Deux côtés d^ ABC, triangle sphérique quelconque prit 
ensemble, sont plus grands que le troisième : car deux des faces de l’angle 
solide S.iBCétant plus grandes que la troisième; si l’on jilaçoit ces trois faces 
I au centre d'un grand cercle de la sphère , deux quelconques d’entr’ellos insis- 
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tcroienl sur un plus grand arc que la troisième j par conséquent, deux des côté» 
d’un triangle sphérique pris ensemble, so<it plus grands que le troisième. 

L*5gi. Consèquencf! 3. Lia ligne la plus courte d'un point cl un autre sur la 
surface d'une sphère, est le plus petit des deux arcs de grand cercle qui 
passent d'un de ces points à l'autre : Cette proposition dérive de ce que 
dcui côtés d’un triangle sphérique sont plus grands que le troisième, comme 
la projiosiiion , que la ligue droite est la plus courte entre deux points sur un 
plan , dérive de ce que deux côtés d'un triangle rectiligne sont plus grands 
que )p troisième. 


SECTION IV. 

Mesure des surfaces du cylindre droit , du cône droit , de la 
sphère, et des triangles sphériques. 


THEOREME CXXXIV. 


n’.Sga.Zia surface d’un prisme droit est égale à celle d’un rectangle, de base égale 
au contour de la base de ce prisme, et de même hauteur que ce prisme- 
même. 

Soit Y un prisme doit (Gg.a3o), ABCDE sa base, FA sa liautenr : Si 
apres avoir pris sur une droite AL ( fig. a56 ) , des longueurs .VB , BC , CD, 
DE, EK, respectivement égales aux côtés d’ABCDE, l’on élève sur AK des 
perpendiculaires AG, BH,CT,DS, ET, KV, égales à FA; et que par leurs 
sommets on tire GV parallèle AK; les parties du rectangle AG\K, seront 
égales une-à-uiie aux faces du prisme Y; par conséquent, ce rectangle est égal 
à la surface de ce prisme. • 

THÉORÈME ex XX T. 


».* 3g3 La surface d’un cylindre droit eet égale â un rectangle de hauteur égale 
à la hauteur, et de base égale à la circonférence de la base de ce cylindre. 

La surface d’ABCDEF (fig. cjTmdro droit, qui a pour hauteur AD , 

et pour base, le cercle ABC, est égale à un rectangle de hauteur AD, et 
de base égale à la circonférence d’ABC. 
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Inscrivez cl circonscrivez au cercle ABC, les triangles équilatci auï ABC, 
cm , cl après avoir conslruit sur ces triangles les prismes ABCDEF, GHIKLAI, 
le premier inscrit, le second circonscrit au evUndre ABCDEF; si, par ime 
Biscction continuelle des arcs AB, BC , CA, vous douldcz les côtés, tant des 
Bases des prismes inscrits, r]ue des bases des prismes circonsci its ; les con- 
tours des bases incrites auront pour terme d'augmentation, la circonférence 
ABC; les contours des bases circonscrites auront pour terme de dimniulion , 
celte circonférence même; de sorte que les sin-faees des prismes insciits et 
circoncrils augmentant et diminuant comme les contours de leurs bases ; la^ 
suiLice du cjlLudi'C sera le terme d’auginenlalion des sttrfuccs des prismes 
insciits, et le terme de diminution des surfaces des prismes circonscrits, que 
par conséquent , elle est de grandeur moveuuc cuire les premières cl les- 
secondes. 

Mais il y a des prismes circonscrus, qui ont des bases relies , que leur con- 
tour ne surpasse la circouférencc de la base du cylindre, que par une lon- 
gueur aussi petite que l'on veut ; Il y a des prismes inscrits, qui out dos bases 
telles, (pie letis coulour ne dilTcre de la ciicoufarence de la base du cvliudre, 
que par une longueur .aussi petite que l’on veut; donc la surface du cylindre 
ne peut être plus grande que le rectangle fait de la hauteur, et d’une droite 
égale à la circonFérencc de la base du cylindre , sans être égale à la surface 
d’un des prismes circonscrits : eHe ne peut être plus petite ipie ce rectangle , sans 
être (=galc à la surface d’un des prismes luscrits ; doue elle est égale à ce 
rectangle - même. 

T II É O R É M E GXXXVI. 

s 

n.'Zifi. La surface iF une pyramide droite est égafe au triangle , qui aurait pour 
base une droite ^gale au contour de la base de cette py raniide , et pour 
hauteur , la perpendiculaire abaissée du sommet sur l’un des côtés de 
la base de cette pyramide-même. 

Soit SABCD (Gg- 202 ) une pyramide droite : les pyramides de cette déno- 
mination ayant leur sommet à un point de la perpendiculaire élevée du ceuire 
au plan de leur base; le point S sera à égale distance des sommets de tous les 
angles d’ABCD, et toutes les faces de SABCD seront des triangles capables 
de convenir, par l’égalité respective de leurs trois côtés. Si donc, à l’cttré- 
mllc R (Gg. 258), d’une droite SR = SG, Iiauteur des faces de S.\BCD, l’oa 
élève sur celte droite la perpendiculaire RL; et (pie, sur celte |>ei-peDdicn- 
lairc, ou premie des longueurs RA, AC, CB, BL , égales UBC-à-tmc dus côtés 
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de la base ABCD; les parties SRA, SAC, SiCB, SBL , du triangle SRB , ;eroiil 
égalés unc-à-UDe aux faces de la pyramide SABCD; par conscijuent, tout ce 
triangle sera égal à la surface de cette pyraaiide , et partant le théorème est 
défflcutré. 


THÉORÈME ex XX VIL 

SgS. Làa surface d’un cône droit est égale au triangle qui a pour hauteur le 
côté , et pour base , une droite égale à la circonférence de la base de 
ce cône. 

Soit SABC (fig. a3g) un cône droit: Premièrement, j’inscris et circonsciia 
à sa base ABC , les triangles équilatéraux ABC ; DEF : Secondement , je 
construis sur ccs triangles les pyramides droite SABC, SDEFjla première inscrite^ 
la seconde circonscrite au cône SABC : Ti-oisièmement , j’inscris et circonscris 
au cercle ABC des polygones réguliers , en dotiblant toujours le nombre de 
leurs côtés , et je fais reposer sur les uns une suite de pyramides droites 
Inscrites ; je fais reposer sur les autres un suite de |>yramidcs droites circons- 
crites au cône SABC. 

Cela fait, je dis rpie la suiiacc des pyramides inscrites a son terme d'augmen- 
tation dans la sttrface du cône circonscrit ; que la surface des pyramides cir.f 
eonsctilcs a swi terme de diminution dans la surface du cône inscrit , et je le 
prouve. 

La surface des pyramides inscrites , e'tant représentée par un triangle de 
base égale au contour de leurs bases, et de môme hauteur que leurs faces; 
n’a d’autre terme d’accroissement, que celui des contours de ces bases d’une 
part, et de ces hauteurs d’autre part;raaisle terme, d’accroissement des contours, 
des lusses, c’est la circonférence ABC, le ternie d’accroissement des hauteurs, 
c’est le côté du cône ; attendu ipie ces hauteurs finissent par n’en dillércr , 
qu'aiitaiit que different entr’cllcs deux obliques , tirées du point S à deux 
points d'itn rayon d’ABC , si rapprodiés , que leur distance est plus petite 
qu’aucune longueur donnée. 

Par rapport aux pyramides circonscrites , la hauteur de leurs faces étant 
toujours égale au côté du cône ; leur surface ne varie qu’avec le contour de 
leurs bases, lequel n’a d’autre terme de diminution, que la circonféiencc do 
ia base du cône; par conséquent la surface des pyramides circonscrites , n’a 
d’autre terme de diminution , que la surface du cône inscrit ; et partant , la 
surface du cône est le terme d’augmcntaiioti des surtaces des pyramides ins- 
crites, et le terme de dimin ution dos surfaces des pyramides circonsci’Hes ^ 
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c'csi donc nnc grandeur moyenne entre les premières et les secondes. 

Je dis niiiliitenunt , qne la surfuco du cône droit SABC, n’est ni plitb ni 
moins grande que le triangle SRL, qui a pour liaiileiir SR, côté du cône , et 
pour base RL, droite égalé à la circonférence de la base du cône même : Car 
si elle èlüil plus grande, elle seroil égale à un triangle SRM, de baiiteur SR, 
et de base RM^RL; mais il y a des pyramides circonscrites, qui reposent 
sur des bases dont le contour est plus petit qne RM; donc leur surface est 
plus petite <|ue le triangle SRM; donc ce triangle ne peut représenter la snr- 
*facc du cône SABC, qui est plus petite que celle de toutes les pyramides 
circonscrites. 

Si au contraire la surface de SABC e'ioit plus petite que le triangle SRL; 
elle scroit égale à un triangle SRK , de base RK<^RL ; mais il y a des 
p> ranildes inscrites , qui reposent sur des bases dont le contour est plus 
grand (pic RK , et dont la hauteur Sr, ne dilfèrc de SR , que par une longueur 
plus petite qu’iuicunc longueur donnée; donc la surface de ces pyramides est 
à celle qu’on vient d’attribuer au cône, en raison composée de rk : RK et 
de Sr : SR , c’est-à-dire , comme rt X Sr ; RK X SR , donc la surlàcc de ces 
pyramides est plus grande que celle du cône , puisque le facteur Sr dificre 
aussi peu (pie l'on veut du facteur SR , au lieu que le facteur ri , surpasse le 
facteur RK d’une (juaatite qu’on ne peut pas diminuer à volonté ; donc Cna- 
lemciit, le triangle SRL n’est ni plus grand ni plus petit que la surface du 
cône SABC. 

THÉORÈME CXXXVIII. 

■a.’Z'jS. Lorsque les surfaces âe deux cylindres droits sont égales y les Jiauleur» 
de CCS cylindres sont en raison inverse des rayons de leurs bases : Et 
récipro(piemcnt , Lorsque les hauteurs de deux cylindres droits sont en 
raison inverse des rayons de leurs bases f. les surfaces de ces cylindres 
sont égales. 

Le cylindre droit GABC (fig. a4o) a pour hauteur GA, et pour ba.se le 
cercle ABC; Le cylindre droit HDEF , a pour hauteur HD, et pour hase 
DEF. La surface de GABC est donc égale au rectangle, fait de GA et d’une 
droite .\K , de même longueur que la circonférence du cercle ABC ; la sur- 
face de HDEF est égale au rectangle, fait de HD et d'une droite DL, de 
même longueur que la clrconféi encc du cercle DEF. Lors donc que ces deux 
sut faces sont égales, GA X AK = IH) X DL ; donc GA : HD = DL ; AK ; 
donc G.A ; HD , raison des hauteurs , est égale à DL : AK , raison inverse 
. des circonférences ou des rayons des circonfcrernces ABC, DEF. 
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R<!ciproqiicmenl , suppose tpte CA HD — DL ; AK; il s’ensoil que GA X 
AK=HD X DL, c’esl-à-diie , que les surfaces des cslindies GABC, IIDEF 
soûl traies. 

397. Obser¥alion. On démontre de la même manière, que lorsque les- surfaces 
de deux cônes droits sont égales , les côtés de cos cônes spnl en raison 
inverse des rayons de leurs bases/ cl récipro<|uemcnt que horsque les côtés 
de deux cônes droits sont en raison inverse des. rayons de leurs bases , les 
surfaces de ces cônes sont égales. ■ ^ . 

T n £ O K É M E CXXXIX. 

Lorsque la surface d'art eô'ne droit est égale d la surface d'un cylindre 
droit, le côté du cène est au côté du cylindre , comme lo diamètre de la 
Base du cylindre , au rayon de la base du cône : Et réciprnquonieiil , 
Lorsque le côté d’un cône droit , est au côté d’un cylindre droit , comme 
le diamètre de ta base du cylindre , au rayon de la base du cône, il y 
a égalité entre ta surface du cône et celle du cylindre. 

Soit SKIAI (fig..a 4 -i ) un etîne droit, qui ait pour côté SM, et pour basa, 
le cercle KLM, de raton CK, eide circonfe'rence rcprcsciucc par MN , 
perpcudiculairc sur SM: lis surface de ce cône est égale au uàanglo SAIX^^ 
SM X MX. 

Soit HDEl' (tig. a.k)) un cylindre droit, qui ait pour hatucur HIX, et pour 
base DEE , cercle de ravoh OD , et de eircoufcrcncc c’galc à la droite DU t 
Et surface île ce cyliudre est c'giJc au rcclanglc- fait de HD par DR = 
HD X DR. 

Lois donc que la surface du cône est c'g.alc à celle du eylmdrc , que J SM X 
VIX = lU) X DU ; il s’ensuit que SM : UD =DR ; MX = uDIl : MX. 
M :iis les circonfcreiices des cercles sont comme leurs rayons donc a^DIf : 
MX = aOD : CK J doue SM : HD^aOD : CK. 

Ri riprorpiemeril , lorsque SM : HD=20D : CK.; si .aux rayons OD , CK 
dos circouléreuecs DEE' , KLM, on substitue ces circonférences on les droites 
DR, .MX qui les représcuicut ; ou obtient S.VI ; HD = 2DR ; MX, puis 
.SM X MX = 2llD X DU, et fiunlcuicnt ^.S.M X MX = IID x DR , oesi-i- 
dirc , l'égidilé de la suiface du cône à celle du cylindre. 
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THÉORÈME XCL, 

p/.igg. Lu surface d’un cône droit tronqué, est égale au rectangle qui aurait pour 
hauteur , le côté de ce cône tronqué , et pour base , une droite égale à la 
circonférence , moyenne arithmétique entre les circonférences de son toit 
et de sa base. 

Par quelque point d’un des côtés d’un cône droit, que l’on fasse passer un 
plan parallèle s la base de ce cône , il est démontré a.'' 387 , que le plan 
coupant 8C[>are du cône lotal un cône partiel droit , et que la circonférence de 
la buse du cône partiel, est à la circonférence de la base du cône total, comme 
le côté du cône partiel est au côté du cône total ; de sorte que supposé que 
le cône droit SKLM (fig. a4l), suit coupé parle plan DEF, parallèlement 
au plan KLM ; il est a\éré que DEF ; KLM=.SF ", SM, proposition dans 
laipicllc DEF représente la circonférence de la section DEF, et KLM, la 
ciiconfcreucc de la base KLM. 

D’autre part il est démontré n.° SgS , que la surface d’un cône droit est 
ëg;ilc au triangle , qui a pour hauteur le côté , ot pour base une droite égale 
à la circonférence de ce cône ; d’où il paroît que, supposé que SKLM soit un 
cône droit , et que la ligne MN soit égale à KLM circonférence de sa base j 
le triangle rectangle SMÎS représente sa surface. 

Cela posé, lirons FG parallèle .à MN ; et les triangles SFG’, SMN étan^ 
éqiiiuiiglcs, U s’ensuit que SF ; SM = FG : MN , proportion, qui comparée 
à celle qui a paru plus haut , sasoir , DEF t KLM = SF ", SM , conduit aux 
suûaiites, FG : MN=DEF : KLM, FG : DEF — MN : KLM. Mais MN, 
KLM sont égaux ; donc FG , DEF le sont aussi; donc 1." le triangle rec- 
tangle SIG, est égal à la surface du cône SDEF, et par conséquent , le qna- 
diilatère MFGN est égal à la stiiface du cône tronqué DEFKLM : 3.“ puisque 
FG est égale k la circonférence DEF , une droite quelconque AB , tirée dans 
le triangle SMN , parallèlement k MN , est égale à la section de SKLM , par 
un plan qui passeroit par le point A , parallèlement au plan KLM. De sorte 
que, supposant que le point A soit au milieu de la ligne MF ; si l’on lire par 
le point B la ligne IH parallèlement à MF , et qu’on prolonge FG eu H ; les 
triangles GllB , NIB peuvent convenir par HB = IB, et les angles sur HB , 
respectivement égaux aux angles sur IB ; d’où il suit premièrement , que la 
ligne AB est moyenne aiithmétique entre FG et MN : Secondement, que le 
' recLangle MFUl est égal au quadrilatère MFGN ; et finalement, que La sur- 
face d’un cône tronqué droit, est égale au rectangle, qui a pour hauteur. 
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le câlé , et pour base, une droite de même longueur que la circonjérenvo 
moy enne entre celte» de ion toit et de sa base. 

THÉORÈME CXLI. 

La surface d’un cône droit tronqué , est égal» au rectangle , fait de l’axe 
de ce solide et d’une droite de même longueur que la circonférence , de 
rayon égal à la perpendiculaire élevée sur le milieu du côté de ce solide- 
méme et terminée ou ci son axe, ou au prolongement de son axe. 

4oo. SGHl ( fig. a4a) esl nn cône droit , qui a pour base le cercle GJ^I , et 
pour axe SL. Ce cône est coupé par DEF, plan parallèle à sa base GHl , de 
sorte que DEFGHI est un cône tronque droit. Le plan SLI passe par l’a>c 
du cône SGHl , et coupe les cercles DEF, GIH, par leurs ravoiis respectifs 
«t parallèles KF, Ll. Du point F, ou a tire ffi parallèle ji KL; d’uît il re'sitlle 
que FK= fiL, et que les (riaiigles SLI, FBI sotit éqtiiangles. Dit milieu M 
de Fl , l’on a élevé sur cette ligue la perpendiculaire MN , Icrniiiiéc à KL, 
a\e du cône iron(|ué DEFGHI. De ce même point M, on a abaissé sur KL 
la perpendiculaire MP. D’oii il suit que les triangles reciaitgfcs SMiV, SP.M, 
MPN sont éqiiiangles tant enlr’eux qu'avec le triangle SLI ; lequel étant éqiiiatigle 
à FBI ; il est démontré que FBI , MPN sont équiangics ; que par con.séqucut. 
Fl : FB = MN : MP, et que, substituant à FB son égale KL, Fl : KL = 
MN ; MP, d’où l’on lire FI X MP=KL X MN. Mais d’une paît, l’cgalilé île 
ces rectangles FI X MP, KL X MN, entraîne celle de ceux qui , au lieu de 
reposer sur les rayons MP , MN , reposeroient sur des droites égales aux 

e c 

circonférences décrites par ces rayons; donc FI X MPx=KL X M N : D’autre 
* 

part, FI X M P , c’est-à-dire, le rectangle de hauteur Fl et de base égale à 
lu circonférence de ravon MP, est égal à lu surface <lu cône tronqué DEFGHI; 

c 

donc KL X M N , ou le rectangle fait de KL cl d’une droite égale à la circon- 
férence de rayon MN , est égal aussi à la surface de ce cône tronqué ; donc le 
le théorème proposé esl démontré. 

Ajoutons que ce qui est vrai d'un cône droit tronqué , est vrai aussi d’un 
cône droit non-tronqué , c’est-à-dire , que La surface d’un cône droit est 
égale d celle du rectangle , qui aurait pour hauteur l’axe , et pour base , 
une droite de mime longueur que la circonférence de rayon égal d la per- 
’io\.pendiculaire élevée sur le milieu du côté , et terminée d l’axe ou au pro- 
longement de l’axe de ce cône : Car si, sur le niilieu F de SI , côté du cône 
droit SGHl (fig. 243), on élève FE, icrntiiiéc à l’axe SL, le triangle SFE 
est équiaugle au triangle SLI ; d’où U suit que SF : FE s SL I LI, proportion 
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Tjui, eu y iiil»süiuau( aux droilesl’E, L1 , lea elrcoiifeVcnces donl elles seroicut 

e e 

les rayons, prend la forme suivante SE : E E*:SL ; L I, de luipiolle on tire 

« C C 

succcssiveniom , SF X L 1— SL X F H, mais le rectangle SF X L I est égal à 

C 

la stitTiice du cône SGllI ; le rectangle SL X F E lui est égal , ainsi que le porte 
l’atlilitiou’ que l’on s'est proposé de démontier. 

• Seconde addition. Quand on considère que la peqtenÆctilaire , élevée sur 

le milieu du côté et terminée à Taxe d’iin cylindre droit , est égale au rayou 
4c la hase de ce (cylûidre , on voit d’abord , que la surface d’un cylindre 
“■ droit est égale au rectangle, qui aurait pour hauteur l’axe , et pour base, 
une droite de même longueur que la circonférence décrite par la perpen- 
diculaire élevée sur le milieu du câlé, et terminée à l’axe de ce cylindre. 

Construction et dénomination. ABCD (fig, a43 ) est un rectangle de hase B A , 
égale à AO, moiüc de sa hauteur AD. OE parallèle à AB, lui est égale. Du 
jminl O pomme centre, a\«c O.A comme rayon, l’on a décrit le dcnii-cc-cle 
AED , qui touclie les cotés AB, BC, CD, d’ABCD , |>ar les |>oints A, E , D , 
attendu (|ieccs côtés soûl tous à une distance du point O, égale au rayon d’AED. 

Cada posé, si, considérant la droite AD comme immobile, on fait tourner 
tout autour d'elle la figiiie ABCD; le dcnii-ecrclc .AED, décrira une sphère ; 
le deud- carié ABCD, décrira un cylindre droit ; AD sera à la fois 
l’axe de ce cylindre et l’ave de celle sphère; la hase du cylindre sera nu cercle 
de même rayon que les grands cercles de la sjdièrc; et la surface de la sphère 
n’aura de commun avec la surface du cyliudro ; que la ligue circulaire décriie 
jiar lo poiut E. Ajoutons <pic c’est dans celle situation d’un cylindre et d’une 
spliorc, que le cylindre est dit être circonscrit à la sphère; et que la sphère 
c.sl dite être inscrite au cylindre. 

THÉORÈME CXLII. 

Si l'on coupe un cylindre et la sphère qui lui est inscrite , par un plan 
painllète à la base du cylindre ; la surface du segment sphérique est égale 
à la surface du segment cylindrique. 

Supposé qii'AED ( fig. 2*4) .soit un demi-cercle de rayon OE , et qu’ABCD 
soit un demi carré ciicouscril à ce demi-cercle; je piemls sur AED un are 
ai hilr aire DX ; je mène par le point X la ligne KL parallèle .à CD; je divise 
l'ai e 1)X an (loiiil b en deux également ; et après avoir tiré les cordes D/;, 
hX, je mène par le point b la tangente qui rcnconiro en a l.t tangente DC , 
et en f/, la tangente Nrf, de sotie que l’arc DX , est bordé en dedans par 
'* deux cordes égales fiN , /<D , et en dehors, par ipiatre tangentes égales Da, 
ah , bd , dX. .ïe supjxjse de plus que, par une suite de h'isocùoûs, l'arc DN 
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avant eV“ partage en a“ partie* égalés, on IVit IwarJc cii dedans de 2* corile* 
égales, cl en dehors, de 2"+‘ laiigciucs égales; et je dis, que faisant tourner 
|a iigiire ABCDj tout soloiir du dianKlro AD; le demi -cercle AED' décrit 
une' sphère, le demi-oarié ABCD, un cylindre circonsent à ccUe sphère; le 
rectangle DCEL , la portion de ce cylindre, qui a pour hauteur Dfj, et pour 
Itasc , un cercle égal à celui sur lerpicl repose ce cylindi'c-niciiio. J'ajoute que 
les 2* cordes de l’arc DN décrivent un solide , coiujiosé du cèino ipii a son 
sommet en D, et do 2“ — 1 cônes tronqués; que les 2“+‘ tangentes du même 
«rc décrivent un solide , terminé eu ciihaiit par le cercle que décrit, celle 
de CCS tangentes qui a en D son point do contact , et composé de 2"+' — 1 
cônes tronqués. Je dis eufm, du corps engendre par les 2” cordes , qu’il est 
inscrit, je dis du corps eiigcndro |>ar les 2”'("' tangentes , qu’il est circonscrit 
au segment sphérique résultant de la circonvolution de l’arc DN. 

Je cherche i présent la .suci’uce du corps engendré par les cordes Dô, ôN, 
ef à cet effet , du centre O , j’ahaissc d’abord sur Di la pcrpcmlicidahc. O/j ; 
puis sur iN, la perpendiculaire O7 , cl après avoir tiré iv parallèle à KL; 
j’observe : que Dv étant la hauteur du cône décrit par Di , la surface de ce 
corps est de même grandeur' que celle du rectangle, qui auroit |n>ur hauteur 
De, et pour base, une droite é.g;de à la cireoiifcrcnce de i-aytin 0 />; que de 
même , t>L étant la hauteur du cône tronqué décrit par iiS , la sui'facc de ce 
cône tronqué est de mémo grandeur , que celle du rectangle qui anroil pour 
liautcur vh , et pour base , une droite égale à la circonféreuce de rayon Oq—Oji , 
que par cojiséqiient , la surface du corp décrit par Di, iN , est égale au rcc- 
tauglc, qui auroit pour hauteur DL , et pour buse , une droite de meme longticur 
que la circonférence de rayon Op. D'où je conclus en général, que la surface 
du corps décrit par le système de 2“ cordes, est égale à celle' du rectangle, 
qui auroit pour hauteur DL, et pour base, tine tlroite de même longnciir que 
la circonférence, décrite par la perpciidicidaire abaissée du point O Sur tuie de 
ces cordes. J’ajoute que cette perpendiculaire sc rapproche du rayon OE, 
à mesure que le nomhre n augmente, qu’elle s’en rapproche même indéfini- 
ment; et que siip|>osé'a]u’elle vînt à l’égaler, le système des 2’ cordes ’coïiici- 
deroil^vec l;»rc DN, que par conséquent , 1.* la surface du segment engendre 
par l’arc DN , est le terme d’accroissement de la surface du' coi ps engendré 
par les 2“ cordes 2." qu’il' y a tel cor|>s engendré par les 2* cordes , dont la 
surface se rapproche si fort de celle du segment , engendré par l’arc DN, 
qu'elle en diffère nioinsqiic par une gi-andeur donnée , qtichjiic pefile qu’elle, .«oit. 

I Je cherche maintenant la surface du corpï engendré par Tc,s tangentes Do, 
pi , bd, dO,' et à cet' effei, après avoir tiré dt, parallèle à' KL, j’oltscrvej; 
que la autfage par Da., est. un cercle de •rayon Da;'qtic la surface du 
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c6ne ironqiié décrit ab-^bd=sad, est égale au rectangle de hauteur Dl, 
et de hase égale à uue circonférence de rayon 06 = OE; que la surface du 
cône tronque décrit par dN, est égale aU rectangle de hauteur <L, et de hase 
égale à une circonférence de rayon OÎN = OE} que par conséquent, la sur- 
face du corps engendré par les tangentes Du, ab , bd, c/iV , est composée 
de deux parties, savoir, un cercle de rayon Da , et un rectangle de hauteur 
DL , et de base égale à une circonférence de rayon OE. D’où je conclus en 
général, que la surface du corps engendré par la circomolulion des 3“+* tan- 
geutes, est composée du cercle déciit par la tangente au point D, et du rec- 
tangle de hauteur DL , et de base égale à une circonférence de rayon OE. 

Ainsi donc, puisque indépendamment de ce que la surface du segment 
spérique , décrit jiar l’arc DN , est moyenne entre les surfaces des corps 
décrits par les 3° cordes , et les surfaces des corps décrits par les 3*T' tan- 
gentes; il y a d’une part, tel corps engendré par les 3* cordes, que sa surface 
est la même que celle d’un rectangle de hauteur DL , et de hase égate à une 
circonférence de rayon si rapproché d’OE , qu’il n’en diUëre pas par une lon- 
gueur donnée; il y a d’autre part, tel corps engendre parles s“+‘ tangentes, 
que sa surface n’ctcède que par une grandeur plus petite qu’aucune grandeur 
donnée , celle d'un rectangle de hauteur DL , et de base égale à une circon- 
férence de rayon OE; il s’ensuit que la iurjdce du segmtnl sphérique en- 
gendré par l’arc DN, est précisément la même que celle da rectangle de 
‘ hauteur DL, et de base égale à la circonférence de rayon OE ; car plus 
grande, elle scroit égale, si ce n’est supérieure à celle d’un des coips engen- 
drés par les 3 *d-‘ tangentes : plus petite , elle seroil égale , si ce n’est inférieure 
à celle d’un des corps engendrés par les 3* cordes. 

C’est enfin le moment d’observer, que la surface du segment cylindrique, 
de meme hauteur que le segment sphérique décrit par l’arc DN , et de même 
base que le cylindre circonscrit à la sphère; est égale au rectangle de hau- 
teur DL et de base égale à la circonférence du rayon OE; l’on arrive ainsi au 
théorème qu’on s’est propose de démontrer, savoir, que Lorsqu’un cylindre 
est circonscrit à une sphère , si l’on coupe l’un et f autre par un plan pa- 
rallèle à la base du cylindre f la surface du segment . sphérigue est égale 
à la surface du segment cylindrique. 

Conséquence. Lorsque l’arc arbitraire DN, est égal i la demi-circonférence 
DEA, il engendre toute la sphère, en tournant autour du diamètre DA, et 
alors , la surface de la sphère se trouve égale à celle de tout le cylindre cir- 
. conscrit, e'est-à-dire , à celle du rcctaugic qui auroit pour hauteur D.4, et- 
pour base, une droite égale è la circonférence de rayon !,DA. Conséquence, 
qui, rapprocbéc d« CO qu’ou sait d’ailleurs, que. lu surface d’un grand cercle 
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de la sphère est de snètuc grandeur que le rectangle qui a pour hauieiu- le 
^ quart du diamètre , et pour base , une droite égale à la circonfe'rence de ce 
'gran<l cercle, démontre , que ia turf ace d’une sp/üre ett quadruple de celle 
d’ un de te» grands cercles, 

TUÉORÈME CXLIII. 

a.*4o5.Zii«s surfaces des secteur» sphériques de même rayon, sont entr’ elles comme 

les angles de ces secteurs. 

Les angles de deux secteurs sphériques peuvent convenir, quand ils sont 
égaux; mais lorsque les angles de deux secteurs sphériques de meme ra^on 
conviennent, les surfaces de ces secteurs conviennent aussi; donc les siitTaccs 
des-secieors sphériques de même rayon, sont égales, quand les angles de ces 
secteurs sont égaux. 

Lors ensuite que les angles de deux secteurs sphcriqttes de meme rayon sont 
inégaux, mais pourtant comtucnsurables ; si on les divise par leur commune 
mesure ; le premier la contient un nombre entier de fois , lequel soit m ; le 
second la coudent un autre nombre entier de fois , lequel soit n ; et la sur- 
face dn premier est composée de m aliquolcs de même grandeur t|uc les n 
aUquotes qui composent la surface du second; par conséquent le rapport 
est le rapport des angles aussi bien que le rapport des surfaces des secteurs ; 
et partant , ces surfaces sont comme ces angles , quand ces angics-memes 
sont commensurables. 

Lors enfin que les angles des secteurs de même rayon sont liiconimcnsii- 
rablcs; on sait n.* a85, que lorsque deux quandtés A, B sont de même nature; 
et que deux quandtés a, b sont aussi de même nature, mais diflcrciilc de 
celle des premières ; il suffit que les rapports A : fi, a ; è soient égaux , dans 
« le cas où A et B sont commciisurul.>lcs , pour qu^Is le soient aussi , dans le cas 
où A et fi sont incommensurables; par conséquent, lors-méme que les angles 
des secteurs sphériques de mémo ravon sont incommcnsurahles , les surfaces 
de ces secteurs sont comme ces angles, et partant , Les surfaces des secteurs 
sphériques de même rayon, sont toujours entr’slles, comme les angles de 
cee secteurs. 

Conséquence. Lorsque deux grands cercles d’une sphère sont perpendicu- 
laires l’un sur l’autre , ils partagent cette sphère en quatre secteurs dont les 
angles sont droits , par couséquent , la surface de chacun de ces secteurs est 
égale au quart de S, surface de toute la sphère. Mais la surface Z d’un secteur 
ABÜC ( fig. a45 ) , dont l’angle est B , est à la surface d’un secteur dont l’angle 
est droit D , comme B :D;B; D=eZ: JS; donc B : 4D = Z ; S doue 

g 

n.*io6.Z ^ X S; donc La surface dêun secteur sphérique quelconque , est 
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: 1 igàh.à la surface de -la sphère , muhipliée par' la fraction çin'a pour 

numérateur l’angle dé ee secteur , et pour dénoptinateur , quatre angles 
. droits ; En d’aulrcs termes , Lm surface d'un secteur sphérique est égale 
au produit de la surface de l’ hémisphère par la fraction , -qui a pour 
numérateur l’angle 'de ee secteur , -et -pour \denominateur , deux angles 
spaciaires droits.. ^ . 

m.* 4 oC. bit. Lemme. Deux triangles sphériques antilatères sont égaux en surface. 
En niciranl les cordes des cûle's de ces triangles, on ciii formera depx recliK- 
gnes, -ctjiiilalcraux cnlr’ciix, et inscrijitihies à deux cercles égaux. Def jtôles 
de ces cercles, soient menés des arcs de grand cercle ans sommets des, angles 
de duiq^HC triangle ; cliacun des triangles spliériqiics sera disise' en trois^ autres 
isosccles , et ceux qui sont coiupiis dans l’un seront manifestement égaux se 
ceux <|ui soru compris dans l’antre, chacun à chacun. Donc etc. 

Remarque. Si les pôles torahoicut hors des triangles proposes, , d’après Ix’ 
coiist nclion précédente chacim de ces triangles seroil la différciicc enti^e deux, 
des triangles isoscèles et le troisième. 

THÉORÈME C.XLIV. 


«.*407.'f'O surface d’iin triangle sphérique quelconque , est à la surface de l’hi- 
misphère, comme l’excès des trois angles de ce triangle sur deux angles- 
spaciaires droits, est à' quatre angles spaciaires droits. 

Soit ABC (fig. a 45 ), nn triangle sphérique fermé par trois arcs de gr.ands 
cercles de la sphèie, qui a sou centre au point O, J’ohservo que dcux-grands 
cercles sc coupant toujours par un de leurs diamètres ; ABD est une, demi- 
tircoiiférrncc , BDE est une autre demi-circonférence de grand cerclç , que 
par conséqnenl, si l’on, retranche de part et d’antre la partie commune BD, 
jes restes AB, DE sont égaux; que de même, si l’on retranche dcs.dcmi- 
circonférences BCE, CEF , l'arc commun CE les restes BC, EF sont égaux ; 
que de même encore , si l’on retranche des demi-circonférences ACD , CDF ^ 
l’arc commun CD , les restes AC , Dl' sont égaux ; que par conséquent les 
uiangles sphériques ABC , DEF sont équilatéraux entr’eux , d’où il suit 
qu’ils sont égaux quoiqu’aiuilalcres , et pgrtani, la somme des surfaces 
des trois scctcurê sphériques ABDCA , BÇEAB |^'|EFDC , est composée 
de la surface de riiéiuisjtltère qtti repose sur le ccrele- .ABC , et du dou- 
ble de la surface, du triangle ABC. De sorte que si- l’on désigne par D 
nn angle spaciairc droit; par S la surface de la splièie; et pur T la surface 


''dû triangle^ ABC; il. résuUe dû n.? .^2- 


B 


C 


’ 2D ^ 2D ^ ^aD ^ ® ' 

;;; : ». cth :< ^ 



Digiti2ed by Google 


CéOUÉTRIE KLi^MEN TAIRE. 




= 1 s -H * T,' teiiialion qui se r«?duil d'alrord à xiS=jS 


_ , — al) . ^ fT» 1 I 11 ■ m 1 .1 

-i-aT, jHus U ^ — • X i S = aT , de laquelle on ure^ F : J S 

/m}8,= a -f-B +C — aD : 4D , confoi ménicnl « IVnoncé du tliconciiic propose'. 

Conséquence i. La sui-faced'un tiiaiiglc spliérH|iie ayanl tntijours rtii lapporl 
fini H la surfaçe de riieiuisplici u , il suit du théorème precedent ; que les Irais 
angles d’un triangle sphérique sont plus grands que deux angles spaciaires 
droits. . 

4 o 9 . Conséquence 3. Los triangles spherîqnes ABC , BCD complètent la surface 
du secteur spliènqlic A'BCDA. La somme des angles 'de ces triangles est cont- 
posce de deux fois l’angle secteur,, plus deux angles de suite autour du 
point B, et deux autro» angles de suite autour du point Ct L’tuigle du secteur 
est plus petit que deux angles droits ; donc son dotiltle est plus petit que 
quatre angles droits; donc tpiel «pie soit un triangle spLvriquti AUC-ÿ il s’eu 
trouve toujours un autre DBG, dont les angles tennis aux siens, restent au- 
dessous de huit angles dioils. Or la quantité angulaire de celui des deux oh 
elle est la plus petite, surpasse pourtant deux angles droits; donc la quantité' 
angulaire do celui des deux où elle est la pins grande , ne va pas à six angles 
droits. Donc Ut somme des angles d’un triangle sphérique quelconque , est 
moyenne entre deux et six angles spaciaires droits. 

• • Définitions. En gènoralUant l’ide’e dn triangle spheiirpie, on fomio celle du 
polygone sphérique , c’est-à-dire, celle d’une portion de surface spbcrkpie, 
terniinee par trois on plus de trots arcs de grands cercles. Ces polygones se 
dislrihueiit en deux classes : La première qui contient ceux dont tous les angles 
sont saillans; la seconde qui coniient ceux dont un ou plusieurs angles sont 
rentrans. On donne le nom de Diagonale , à tout arc de grand cercle , qui , dn 
sommet d’un des angles de ces polygones , va aboutir au sommet d'un second, 
en passant par la surface dn polygone. Or comme tout polygone plan , de la 
première classe , se divise j>ar des diagonales tirc'es du même point , en autant 
de triangles moins deux , que ce polygone a de côtes ; que de plus la somme 
des angles de ces triangles est égale à la somme des angles du polygonc-mênic ; 
pareillement , tout polygone sphérique de la première classe , sc divise par dc.s 
diagonales tirées dn même point, en autant de triangles moins deux , qu’il a 
de côtés , et la somme des angles de cei triangles est la même que celle das 
angles du polygone. 
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THÉORÈME CXLV. 

nMta. La inrfacâ d’an polyf^ont êphérique d» la première clatee et de n cStès , 
e»t d la turf ace de V hémisphère, enmme l’excès de la somme des angle* 
du polygone sur l (n -~2 ) angles droits , est d quatre angle* droit*. 

Soit, par «xsmple , ABCEF (fig. s46)un pentagone aphênque , partage en 
trou triangles , par les diagonales AC , AB : l’on contiiiHe de reprcsenier 

par S la snrface de la sphère, par D un angle spaciaire droit} et par la lettre 
à leuc sominst , les angles des polygones spheriqiies , le n.* ho^ donne 

ABC: lS=A-f-B-^-C— bD; 4D 
' ACE:JS=A-4-C-f-E— aD:t4D 
AEF:iS=A-+-E-l-F— aD:4D 

d'on Pon tire ABCh— ACE- t-AEF : jS^A-f-B-l-C-4-E-4-F— 6Dî laH 
ABCEF : JS = A-1-B-»-C+E-4-F— 6D: 4D. 

e’est-i-dire , que la snrface du pentagone est à la surface de l’hémisphère , 
comme l’excès de la somme des ongles du penugone snr 6ssa X 3 angles 
droits, est à quatre angles droits; et qu’en géoe'ralisant , La surface d^un 
polygone *phérique de la première classe , terminé par n côtés , est d la 
eurjaee de l’hémisphère , comme l’excès des angle* de œ polygone sur 
s ( n—%) angle* droits , est à quatre angles droite. 
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S E C T I O N V. 

* \ 

J3e la aolidité des Prist/ies j .des PyratnidiSvj des. CjUndres , 
• ‘ - - des Cô/ies et de la Spfière. 


PRÉLIMINAIRE. 

• •> 

1 * 

I 3e U comparaison des sniTaces des rectangles, nont sommes passés A 
comparaison des parallélogrammes , de la comparaison des parallélogrammes, 
à la comparaL-on des Iriaiigles ; de celle des triangles , à celle des Ggiires 
rectilignes , et de celle des figin-cs reclilignes à celle des cercles_ : _De 
même, BOUS commencerons par comparer les solidités des parallélé| ipèdes rec- 
tangles, puis successivement , les solidités des parallélépipèdes oliliqiiangles , 
celles des prismes triangidaircs ; celles des prismes quelconques j celles des 
pyramides triangulaires; celles des pyramides quelconques; celles des c} lindics; 
celles des cônes, et enfin celles des spbères: C’est-A-dire , que nous réduirons 
les rapports de tons ces solides à des rapports de ligne à ligne, rapports qu’ou 
qualifie de Linéaires. , . < 

> 4 II, Des l’entrée de ce sujet on $c persuade que, Deux paraïUUpipitles rec- 

tangles, de hauteurs égales, et de bases capables de convenir , sont eux- 
mémss capables de convenir : Car il suffit de concevoir ces paraliéle'pijtèdcs 
comme reposant sur le même plan , pour s’ap^tercevoir , qu’on peut les y 
rapprocher de manière que leurs bases convicmiept , et t|ue par )à.iBê(nc leurs 
côtes, leurs toits, et leurs solidités tout entières couvienueut. 

On (lémoiBtrc ensuite , que Les faces opposées d'fm parallélépipMe gnel- 
■ conçussent capables deconvenirj que par exemple A£UD, BFGC (fig. a48) 
faces opposées du parallélépipède ABCDEFGU pciiTcnt convenir. 

A oct «Set , on s’appuie. iViibord sür oe'^e par cobsitucÛob , ions les côtés 
d’nn parallélépipède élaat iBcfinés en.mê^e sens sur Je plan de sa hase, les 
angles qu’ils fbnueat de même pan sont de même nom, que par eoBSe'qiient , 
Iqs jaitihca AD, AE de l'angle EAD, étant parallèles upe-o-ciie auj jambes 
BC , BF de l’angle FBC, ces ongles sont égaux eu leur qnalitc d’angles de 
même nom. L’on s’appuie ensuite sur ce que toutes les faces d’iin parallrlé- 
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pipi.-do cinnt dos paralldlogrammes ; les quadrilatères AEHD ; BFGG sont des 
parailèîogrammos ; que par conséquent , l'e’galile' rêspecUve do leurs angles 
élaiu dèraonlréo par celle dos angles EAD, FBC; ils sont équiangles enir’eiix. 
Eiirm l’on s’appuie sur ce que, par construction^ les côtés AD, AE d’AEllD, 
étant rcspcclivemonl égaux aux côtés BC , BF de BFGG ; ces deux parallé- 
logrammes sont aussi bien équilatôraux qu’cquia ngles entr’eux; que par con- 
séquent ils peuvent convenir , et panant qu’en gancral , les faces opposées 
d’un parallélépipède quelconque , sont capables do convenir. 
n.* 4 ia. Pajoute quejes parallélépipèdes sont une espèce de prismes, et qu'il a été 
' démontré n.° 377, que le toit et lu base d’un prisme sont capables de convenir; 
que par conséquent, le toit et la base d’un parallélépipède peuvent convenir ; 
et partant , que Les Jaces opposées , ainsi que le toit et la base d’un paral- 
lélépipède quelconque , sont des parallélogrammes capables de convenir. 

théorème cxlvi. 

v'iii.Les parallélépipèdes rectangles de même hauteur , contenus entre mêmes 
plans , sont entr’eux comme leurs bases : En d’autres termes , Les paral- 
lélépipèdes rectangles de même hauteur et de mime épaisseur, sont entr’eux 
comme leurs bases. 

Soient ABCDEFHG (Y), DCIKGIIMN (X) deux parallélipipèdes rec- 
tangles (lig. 347) , de mémo hauteur AEseDG, et de bases ABCD, DCIK 
égaloa on largeur AB = DG , mais inégales en longueur , AD> DK ! Supposé 
premièrement que ces longueurs soient oommensurables; u on les divise |>ar 
' leur (tins grande commune mesure Aa, et que par les points de division on 
, tire les droites aa , co , ee , gg ; ii , mm , parallèles è AB , DG ; les bases 
'ABCD, DCIK seront partagées en certains nombres m,n, de rectangles, 
- oapoltlcs de convenir; ensorle que faisant passer par aa, oc, ee , gg f ii, 
mm, des plans parallèles k ABF ; les parallélépipèdes Y, X, seront partagés 
dans les nombres /», n, de parallélépipèdes reetangles , capables de convenir j 
, que par conséquent leur rapport sera le même que celui de leurs bases. 

Supposé en second lieu , que les longueurs des bases des parallélépipèdes 
’Y , 'X soient incommensurables : Comme on a vu n.* aS 5 ; qu’en pareilles cir- 
• constances, l’égalité des rapports, dans le cas de la oonameqsurebilité , entraîne 
leur égalité dans le cas de incommensurabilité ; il est démontré que , dans 
tous les cas , les parallélépipèdes rectangles , de ntdme hauteur et de mémo 
épaisseur, sont cmr’eux coname leurs basesj ■ . . . 
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THÉORÈME CXLVIl. 

£i«< parallélépipides reclanglet de même hauteur sont entr’eux comme 

leurs bases. 

Soient ARCDFGHE (X), IDKLHRNO (Y) deux paraliclipipèdes rec> 
langles ( fig. a48), de même hauteur DU, et de bases ABCU , IDKL dilTê- 
rontcs Tune de l’autre : % , après avoir oppose leurs angles spaclalres ADHG, 
IDIIK , par leur faite DH , on construit sur DCKP , un parallélépipède rec- 
tangle DCPKGMRH ( Z ) de même hauteur que X et T , de même largeur 
que X , et do même longueur qu’Y j il suivra du théorème, précédent que , 

X : Z = ABCD : bCKP 
'Z : Y = DCKP : IDKL 

et qu’en composant X ; Y = ABCD ; IDKL, c’est- à- dire ; que les 
parullclépipcdes rectangles de même hauteur, sont entr’enx, comme lenrs bases. 

THÉORÈME CXLVIII. 

n.*4i5..LM parallélépipèdes rectangles de bases égales, sont entr’eux, comme leurs 

hauteurs. ■ ^ 

Soient X, Y (fig. adg), deux parallélépipèdes rectangles de bases égales 
AMKR=CLNQ, et de iMulenrs inégales AB^CD: Supposé d’abord que 
ces hauteurs étant commensnrables , on les divise par leur plus grande com- 
mune mesure Aa , et que par chaque point de division d’AB , l’on fasse passer 
un plan parallèle à AMKR ; puis par chaque point de division do CD , nn 
plan parallèle à CLNQ; les plans menés par AB, partageront le parallélépipède 
X , en un nombre m de parallélépipèdes rectangles , dont chacun aura pour 
base un rectangle capable de convenir avec AMKR , et pour hauteur , une 
droite = Aa ; Les plans menés par CD, partageront le parallélépipède Y , en 
un nombre n de parallélépipèdes rectangles! dont chacun aura pour base , un 
rectangle capable do convenir avec CLNQ , et pour liauteur , une droite = 
Aa. Mais par snppoâtion ANfKR = CLNQ ; donc il y a égalité entre les 
parallélépipèdes dans lesquels X et Y sont partagés; donc X ; Yestn : n = 
AB : CD. 

Supposé ensuite que les hauteurs AB , CD soient incommensurables ; il est 
vrai encore que X I Y k AB : CD; puisque par le n.*'a85 il est démontré , 
qu’en pareilles circposunces , l’égalité' des rapports , dans le cas de la com- 
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mcn$iirai>3itê , entraSne leur rgalllr , clans le cas de l'iiiconnacosaraLilitc'. 
Donc , dans tons les cas , £>es parallélépipèdes rectangles de bases égales ^ 
sont entr’eux comme leurs hauteurs. 

THÉORÈME CXLIX. 

n.*4i6.Z>es parallélépipèdes' rectangles sont en raison composée de leurs hauteurs 

et de leurs bases. 

Soient X , Z { fig. 24<) , detr» pnraIlclé)>ipèdcB rectangles , de Iiascrs et de 
hauteurs inégales : Je conslrui» bb paralléfipipêde rectangle Y , de hase 
CLNQ — AMER, et de hantonr CD =3 El; tToù il suit, par le b.°4i 5 ejue 
X:Y=AB:CT>ouAB:EIj 

par le b.* 4i 4, qne Y 1 Z = CLIVQl EFGH ou AMER ; EFGIl 

' ' donc en composant , X : Z = ABx AMK.R ; El X EFGH.. 

c'cst-à.dtro , qne tes parallélépipèdes rectangles y sont en raison composée 
de leurs hauteurs et de leurs bases, 

THÉORÈME CL. 

uM%i. Deux parallélépipèdes qaeknmqises sont égaux, lorsqu'ils ont même hauteur, 
qu'ils reposent sur mime base, et que deux faces opposées de fun sont 
dans les mêmes plans que deux faces opposées dé Famtre. 

Soient ABCDEFGH , ABCDPQR9(fig. a5o) , dettx parallélipipêdes de 
niéme hcMiieur et de même base, dont le premier ait deux de ses faces opposées 
ADEU’, BCFG, dans les mêmes plans où le seconda deux des siennes ADPS,. 
BCQR ; 11 peut arriver AKIS , Lee du second , se termine en R9 
dans rintêrieof de HGFE toit du premier (i); ou tpi'elle se termine en 
EF , à l'cxtrémitc' de ce toit l a); on enfin, qn’cfle se (eriiiine en RR, hors 
de ce toit (3). Démontrons le tbesoréme propose dans chacun de ces cas. 

Et d’abord , quant au premier (>) , Pon observera, que les solides HGRSAB, 
EFQPDC peuvent convenir rCar les faces opposées des parallélipipêdes étant 
capables de convetair ; ABGH peut comenir avec DCFE ; ABRS, avec DCQP f 
AB(D, avoÿ HGFE, et avec RSPQ ; d’où il suit que HGFE , RSPQ peuvent 
aussi convenir l’une avec l’autre ; et que retranchant de chacune d’elles U 
partie EFRS qui leur est ooBiinaBe ; les restes HGRS , EFQP peuvent con- 
venir ; de sorte qne les lignes HS, EP sont égides que les triangles AHS, 

- ■ HEP, peavent convenir, par réalité {respective de leurs trois c^és , et 
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^u’tl en cït de muiTM des triangles BGR. , CFQ ; que par conséquent les 
solides HGRSAB , EFQFDC sont termines par le même nombre de faces , 
capables do convenir une-à-uiie ; que leurs angles solides sont tous à trois 
faces , respectivement égales et rangées .dans le même ordre , qu’ainii ces 
angles peuvent convenir , et que les solides HGRSAB , EFQPDC peuvent 
convenir. Or quand on ajoute au premier le solide ABCDEFRS, on forme 
le parailélé|iipôde ABCDEFGU : quand on ajoute au second le même solide 
ABCDEFRS, oa forme le paralléléjupède ABCDPQRS ; donc les parallélé- 
pipèdes ABCDEFGH, ABCDPQRS sont égaux. 

Dans le second cas (a), on prouve*, comme dans le premier, que les solides 
HGFEAB, EFQPDC peuvent convenirj que par conséquent , si Ton ajoute i 
l’un et à l’autre le solide interposé ABCDEF, les parallélépipèdes ABCDEFGUj 
ABCDPQFE , résultans de ces additions sont égaux. 

Enfin dans le troisième cas (3), on prouve , comme dans le premier , que 
les solides AHGRSAB , DEFQPDC peuvent convenir j que par conséquent , 
à l’on commence par ajouter à l’un et à l’autre le solide ABTVCD, et qu’on 
retranche ensuite de tous les deux le solide EFRSVT ; les parallélépipèdes 
ABCDEFGH , ABCDPQRS résultans de ces addition et soustraction sont 
égaux J et partant , que le théorème proposé est démontré dans tous ses cas. 

THÉORÈME CLI. 

■.•iiS. Le» paralUUpipide» d« mime base et de mime hauteur tout igaux. 

Supposé que les parallélépipèdes ABCDEFGH , ABCDPQRS (Gg. a5i), 
reposent sur même base ABCD , et aient même liauieur ; leurs toits EFGU , 
PQRS sont dans le même plan ; les cètés de ces toits sont parallèles un-à-un 
aux côtés de la base ABCD, et par là-racroe sont parallèles emr’eux n.* 944 , 
c’est-à-diie , que EF , IIG sont parallèles à PQ , SR , et que UE , GF’ sont 
par.'dlèlcs à PS, QR. 

Cela posé , si on prolonge HE , GF d’une part , et QP , RS d’autre part ; 
le parallélogramme TKLN , résultant de ces prolongemens , peut convenir 
avec le parallélograninae UEFG : Car il lui est équiangle , h cause du parallé- 
lisme de KL, TN è HG, EF; il lui est équilatéral , à cause de l’égalité de 
KL , TN à UG , EF , toutes lignes parallèles , conlanues entre mêmes paral- 
lèles HK, GL, et de KT, LN , à PS, QR, égales à EH, FG. Aiouipns que 
le parallélogramme PQRS peut otmvenir avec la hase ABCD , «t par là-même 
avec le toit HEF 6 ; que par conséquent , puisque la convenance de UEFG 
avec TKLN est du'moatre'e, celle de Tl^Jl avec PQRS PeM .attw. 
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Maintenant donc, si des points A, B, C, D, l’on tii-e aux points T, N, L,K, 
les droites AT, BN , CL, DK; le paralléle'pipède ABCDKLNT (Z), aura 
niêmc base et n>éme hauteur (jiie les parallélépipèdes ABCDEFCU (X), 
ABCÜPQRS (Y); de plus ATKD , BNLC , deux de scs faces opposc'cs , 
^eroiit dans les mêmes plans qu’ADEH , BGFC , deux des faces ojipose'cs d’X ; 
DKLC , ATXB, ses deux autres faces opposées, seront dans les mêmes 
plans que DPQC , ASRB , faces opposées d’Y ; par conséquent Z sera égal 
B X d’une part, et à Y d’autre part; et partant X et Y seront égtiux entr’eux. 
De sorte qu’en génc'raJ, les puralléle'pipèdes de même base et de même l;auteur 
sont égaux. ' 

THÉORÉMECLIl. 

419. Que/ que soit un parallélépipède droit, on peut toujours construire un ptf- 
rallélèpipide rectangle de base, hauteur et solidité, respectivement égale» 
d sa base , d sa hauteur et d sa solidité. 

Soit A6CDEFGH nn parallélépipède droit , reposant snr le parallélo^amme 
ABCD, dont les angles A, C sont aigus, et les angles B, D obtus. Dans le 
cas où les côtés AB, AD de ce parallélogramme sont égaux; si l’on abaisse 
du point B sur AD la pcrpcndiculidre BI , son pied 1 , tombe entre les points 
A, D , attendu que s’il tomboit en D , l’bypothénuse AB du triangle rectangle 
BDA seroit égale k son côté AD; que s’il tomltoit eu L, au delà de D, l’Iiy- 
potliénusc AB, seroit plus petite que le côte' AL du tiianglc rectangle BLA ; 
Dans le cas où les côtés AB, AD du parallélogramme ABCD sont ûségaox, si 
l’on abaisse do point B extrémité do plus petit côté AB une perpendiculaire 
B1 sur Pautre côté AD; le poûit 1 tombe aussi entre les points A, D, par 
les mêmes considérations qui l’y ont fait tomber dans le cas précédent. 

Puis donc que le pied 1 de la perpcndiculnre B1 , tombe entre les points 
A, D; du point C, j’abaisse CL, perpendiculaire sur le prolongement d’AD, 
et les triangles rectangles BAI,CDL peuvent convenir, par l’égalité respective 
de leur hypotbénoses et de leurs angles; <Toù il suit que prolongeant Eli en 
N, et tirant des points 1, L, dans le plan AEN, les lignes IM , LN paral- 
lèles à AE ; CCS Ugnes sont égales à AE-même , et s’élèvent comme elle per- 
pendicuFiûrement sur le plan ABC; que par conséquent, les prismes droits 
ABIEFM, DCLHGN peuvent convenir, puisqu’ils ont même hauteur et qu’ils 
reposent snr des bases eapabics de convenir; et partant , que le parallélépipède 
rectanglevlBCLMFGN , compose du prisme droit DCLHGN et du solide 
* IBCDMFGH , est égal au parallélépipède droit ABCDEFGII , composé du 
prisme droit ABIEFM «t du selidc IfiCDMFGU. 
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■ilo. CoTiifquence, Un parallélépipède ohlupie quelconque, est éj^al à iin paral- 
lélépipède droit de même hase et ilc meme liaiilciir que lui : un paral- 

lélépipède droit quelconque , est égal à un parallélépipède rectangle de hase 
et de hauteur respectivement égales à sa hase et à sa hauteur propte ; mais deux 
parallélépipèdes rectangles sont en raison coinposéc de leurs hauteurs et de leurs 
hases; donc deux parallélépipèdes quelconques, sont en raison composée de 
leurs hauteurs et de leurs base» 

THÉORÈME CLIIL 

^^'■•Unplan qui passe par deux côtés, diagonalement opposés, d'un parallé- 
lépipède quelconque , le partage en deux prismes triangulaires égaux 
entr’eux. 

Je commencerai par démontrer qtie le plan AFH (fig. a53), qui passe par 
AF, CH, côtés diagonalement op|>osés da [larallélépipèdc ABCDEFGH, le 
partage en deux prismes tnangtilalres, aulilatères l’un de l’autie; je prouverai 
ensuite, que ces prismes sont égaux. 

A cet elTet , j’ohserve premièrement, que' ces prîsmcs-mêmes ont une face 
commune, et qitc les deux autres étant res|>ectivemcnt des faces cqtposées du 
parallélépipède ABCDEFGH , sont parallèles unc-à-ttne, et peinent convenir- 
J’ajoulerai , que les côtés de ces prismes , font les mêmes angles snr leurs 
bases que sur leurs toits , mais que ceux qu’ils font snr leurs hares se présen- 
tent dit côté opposé à celui que regardent ceux qu’ils font sur leurs lohs; que 
si les uns sont olitus du o*)té droit, les autres sont obtus dn côté gauche; que 
si les tir» sont aigus du côté droit, les autres sont aigus du côté gauche. 

Secondement j’ohserve, qu’il a été démontré n.” 67 , que la diagonale AC 
d’un parallélogiammc quelconque ABCÜ, le partage en deux triangles ABC, 
CDA Capables de convenir, mais qu’on n’a pas remarqué alors, qne ces trian- 
gles étoient collatèrcs; ce dont on ponvoit s’assnicr, en snpposant que la di.i- 
gonale AC, accompagnée du triangle CDA , vînt à totirncv amour du point O, 
rpii la partage en deux également : car alors on auroit vêt, qu'après un demi- 
tonr, le point C se scroit trouvé sur le point A; le côté CD , sur le côté AB ; 
et le côté DA, sur le côté BC ; que par conséquent, ces triangle» étoient 
collatèrcs, puisqu’on les faûoil Convenir, sans mettre l’uu sens dessns-dessous. 

Troisièineniem j’ohscivc , qu’ABC n’est pas seulement collatère de CDA, 
qn'U l’est aussi de FGH; que par conséquent FGHl'cst de CD.\; et partant qne, 
si l’on renverse le prisme triangulaire ABCFGH; qu’on le fasse poilcrsor son 
toit, comme il portoit atiparavaut sur ta bacc; U reposera alors sur un triangle 
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FGII, anlilatcre d’ABC, ctsc trouvera hii-nidme anlHatère d’ADCFEH, attendu 
que scs côtes feront à gauche, sur le plan CXjH, les mêmes aitgles que les 
côte's d’ADCI'EIl font à droite sur le plan ADC. 

Malmenant donc qu’il est démontre que le prisme ABCFGH, dans la situation 
FGllABC, est antllatère du prisme ADCFEH; que par là-même il est proinê 
• que FGHABC est construit sur la gauche, de la même maolère qn’ADCFEH 
l’est sur la di'^oltej il est prouvé aussi que l’un est égal à l'autriB, attendu que 
l’Espace étant à droite ce qu’il est à gauche; l’un ne peut en avoir empninte' 
de la droite , que ce que l’antre en a emprunté de la gauche. 

Remarque. Quelque incontestable que soit le principe dont je viens de faire 
usage; comme c’est la première fols que je l’emploie, je donnerai une dé- 
monstration de l’égalité des prismes ABCFGH, ADCFEII , qui en sera indé- 
pendante ; mais pour la préparer , il faut que je passe par les propositions qui 
suivent immédiatement. 

THÉORÈME CLÏV. 

n.*4a».î7/i prisme triangulaire, dont toutes les faces sont des parallélogramme» 
oh/iquarigles , est égal à un prisme triangulaire , dont les faces sont toutes 
de même longueur et largeur que les siennes , mais dont l’une est un 
parallélogramme rectangle. 

ABCDEF (fig. a54) , est un prisme triangulaire à trois faces ohliqnes qui a 
pour hase le triangle ABC, et pour toit, le triangle DEF : Si du point B, 
Fon abaisse BP, perpendiculaire sur CD; elle tombe, ou sur CD même, 
comme dans la fig. a54, ou sur le prolongement de CD, comme dans la 
fg. a55; ce qui présente deux cas, qui exigent chacun une démonstration par- 
ticulière. 

Par rapport au premier, fig. a54, je poursuis en abaissant du point E, la 
perpendiculaire EQ, sur le prolongement de CD; je tire ensuite les droites 
AP, FQ, et j’observe premièrement: que la base ABC du prisme ABCDEF, 
est capable de convenir avec son toit EFD : Secondement , que les triangles 
BCP, EDQ peuveut convenir, vù qu’ils sont équiangles, et que BC , BP côtés 
de r un, sont respectivement égaux > ED, EQ, côtés de l’autre : Troisièmement, 
que les triangles ACP_, FDQ peuvent aussi convenir, par un angle C=D, et 
deux côtés AC, CP, autour de C, égaux un-à-un à deux côtés FD, DQ, au- 
tour de D : Quatrièmement enfin, que les triangles ABP, FEQ peuvent con- 
venir, par l’égalité respective de leurs trois côtés: D’oïl je conclus, que les 
pyramides BACP, EFDQ , ayant des bases ACP, FDQ, capables de contenir, 
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Cl des faces capables aussi de convenir une-à-une, il ne reste pins rpi’à faiie 
voir, qu’elles sont collatèrcs, et que leurs faces ont mêmes inclinaisons respec- 
tives sur leurs bases, pour qu’il soit démontré qu’elles pcuscnl cumenir. 

Or, qu’elles soient collatères, e’est ce que leur situation met en évidence. 
Quant aux inclinaisons do leurs faces sur leurs bases j il paroîl l.° que BCP, 
EDQ, faisant partie du même plan CBEQ, sont également inclinées au plan 
ACQF : a.® que les faces ABC, FED, l’une base , l’autre toit du prisme 
ABCDEF, ont même inclinaison sur ACDF, face de ce prisme ; 5.® l’on voit 
qn’ABP, FEQ sont des plans parallèles, attendu que le premier passe par 
AB, BP; que le second passe par FE, EQ, et que FE, £Q sont parallèles 
une-à-unc à AB, BP; que par conséquent, toutes les faces des pyramides 
collatères BACP, El'DQ sont également inclinées sur leurs bases respccti\cs; 
ce qui joint à ce c|ue ces faces d’une part , et ces bases d’autre part sont ca- 
pables de convenir, ne laisse aucun doute sur la convenance des pyramides- 
niêmes. 

Observez à présent , que de celle convenance , il résulte , que le prisme 
ABPFEQ , étant compose du solide ABPFED, et de la pyramide EDFQ; 
pendant que le prisme ABCDEF, est composé du solide ABPFED et de la 
pyi-ainidc BACP; ces deux prismes sont égaux. Observez ensuite qu’ADEF, 
APQF , BPQE , faces d’.ABPFEQ, ont mêmes longueur et largeur qii’ABEF, 
ACDF, faces d’ABPFED, mais que BPQE est un ;>aralL'logrammc rccUinglc, 
tandis que BCDE est un parallélogramme obliipiangle ; et vous verrez i{ue le 
ibéoréme proposé est démontré , dans le premier des cas qu’il présente. 

Quant au second ( fig. a55), substituez au prisme ABCDEF, un prisme 
ABCGHl ; qui en soit lui assez grand multiple, pour que la perpendiculaire 
BP, tombe sur son côté CG; et par la démonstration précédente, ce prisme 
ABCGHl dont toutes les faces sont oldiquangics, sera égal à un troisième, de fat et 
égales aux siennes en longueur et en largeur, mais dont l’une sera un rectangle; 
d’où il suivra que le prisme , sous multiple ABCDEF , sera égal aussi à un prisme , 
de faces égales aux siennes en longuctir et en largeur, mais dont l'une sera un 
rectangle; de sorte qu’il sera domoutro finalement, qu’un prhnie triangulaire, 
dont le» troie face» sont de» parallélogrammes obliquangles trouve toujours 
son égal, dan» un prisme triangulaire dont les trois face» sont respecti- 
vement, de mêmes longueur et largeur que\ le» siennes, mais dont F une 
est un rectangle. 

Conséquence \.îe reviens aux faces des prismes ABCDEF, ABFQFE(fig. aS s): 
celles d’ABCDEF sont ABEF, BCDE, ACDF : celles d’ABPQFE sont ABEF, 
BPQE , APQF , c’est-à;dirc, que loixjue BCDE face obliquangle , se ironsforiuc 
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en BPQE, face rectangle , l.° ACDF, face oltliqnangle , se trunsforme en APOE. 
, autre face oNiqiiangle , vn que son angle Al’ü , dilTére de l’angle droit BPD; 
2.® que la face ABEF, ne ee iransfornie point, qu’elle reste toujours la mdme. 

Si donc, par une première opération, X, prisme triangulaire à trois faces 
ohliqttangics, so cliauge en un prisme triangulaire Y, de même grandeur que 
lui, et à faces de meme longueur et largeur que les siennes, mais dont l’une 
a pris la forme rectangulaire ; par une seconde opération , le prisme triangu- 
laire Y se changera en un prisme triangulaire Z; de même grandeur que lui, 
et à faces de meme longueur et largeur que les siennes, mais dont l’ime aura 
dépouillé la forme ohliquangle, pour revêtir la forme rectangulaire. 

Voilà donc un prisme triaugultdre X, à trois faces ohliquangtes, qtii, sons 
n.°4a3.qne sa solidité éprouve aucun changement, quant à la grandeur, se transforme 
en tui jtrisine triangulaire Z , à trois faces de même longueur et largeur que 
les siennes , mais dont deux sont rectangulaires. Ce prisme Z est donc un 
prisme droit, puisrpi’un de ses côtés fait des angles droits, avec deux lignes 
passant par son jiicd dans le plan de sa base ; donc en général , Vn prisme 
irianpalaire ohlitiue , peut toujours se transfoi mer en un prisme triangu- 
laire droit, de faces respectivement égales aux siennes en longueur et en 
largeur, sans qu’il éprouve de changement dans la grandeur de sa solidité. 

Conséquence 2 . Je prends de reclicf en considération les prismes dans les- 
quels le plan diagonal AFllC (fig. a55); partage un parallélépipède quelconque 
ABCUEl'GII, et j’<ihsen e <|u’il a été démontré u." 4a i , que les bases de ces 
prismes peuvent convenir, que leurs faces ausM peuvent couveuir une-à-une, 
mais que les prismes-mèmes ne le peuvent pas , parce qu’ils sont antilatcres. 
D'où je conclus que si Ion transforme l’iio et l’autre en un prisme droit, chacun, 
sans que la grandeur de sa solidité éprouve de changement , revêtira des faces 
de mente longueur et largeur que celles qu’il avoit auparavant; mois que ces 
faces, d’oldiipiangles qu’elles étoieut, seront devenues rectangulaires; que par 
conséquent 1 .” celles du premier seront capoltlcs de convenir uuc-à-une avec 
celles du sccoud : 2 .” que les côtés de la base du premier, seront respecti- 
vement égaux aux côtés de la base du second : 5.® que si ces bases sont col- 
latcres, il suJIira de les faire convenir, pour que les prismes-mêmes convien- 
nent; <pie si ces bases sont anliluléres ; ce ne sera qii’après avoir fait reposer 
nn des prismes sur son toîl, qu’on pourra le faire convenir avec l’autre. D’où 
■ ^ Rualement, que le plan diagonal d’un parallélépipède quelconque, 

• le partage en deux prismes triangulaires d’égale solidité. 

Remarque. Afiu de se pourvoir de tout ce qui lui étoit nécessaire pour dé- 
moau'cr ce üiéorcflic , Ëuclide, art. lo, du préambule auL. XI de set Ëlémerui 
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introduit comme évidente la proportion , que lea aolidea terminés par le 
même nombre de figures planes rectilignes , égales et semblables une-d-une, 
sont égaux et semblables ; Mais si cette proposition , prise dan» toute son 
étendue étoit évidente , elle ne le seroit pas moins daus chacune des parties 
qu’elle renferme : Euclide n’avoit donc pas besoin de l’annoncer comme évidente, 
il lui sullîsoit de prouver, que les prismes dans lesquels le plan diagonal partage 
un parallélépipède , sont terminés par le même nombre de ligures planes rec- 
tilignes , égales et sembloltlcs une-à-une , pour conclure d’évidcncc , qu’ils 
étoient égaux; l’annonce d’une proposition comme évidente , n’en éiabbt pas 
l’évidence. 

TIIÉORÉMECLV. 

m.'h7i5.Un prisme triangulaire est égal à un parallélépipède , de base et de haw- 
teur respectivement égales d sa base et d sa hauteur propre. 

Soit BCAFGH{fig. a53), un prisme triangnlaire quelconque : Tirez CD pa- 
rallèle à AB , et AD parallèle à BC ; le quadrilatère ABCD sera un parallé- 
logramme : Du point D, tirez DE parallèle à BG , et terminez la au plan FGll, 
le solide ABCDEFGH sera un parallélépipède , divisé en deux prismes trian- 
gulaires égaux, par le plan diagonal AFH. L’un de ces prismes est donc la 
moitié d’ABCDEFGH, parallélépipède de même hauteur que lui, mais de base 
double de la sienne, donc il est égal à un parallélépipède de base et de liau- 
teur respectivement égales à sa base et à sa hauteur propre. 

THÉORÈME CLVI. 

a.’laê.Ecj prismes triangulaires sont en raison composée de leurs hauteurs et de 

leurs bases. 

Soient X, Y deux prismes triangulaires : le premier X de base 6 et de 
hauteur H ; le second Y, de base B’ et de hauteur H' ;X étant ég.al è un 
parallélépipède P, de base et de hauteur respectivement égales» sa base et è sa 
hauteur propre : Y étant égal à un parallélépipède Q de base et do hauteur res- 
pectivement égales à sa base et à sa hauteur propre ; il s’ensuit que X : Y— P iQ. 
Mais P:Q=BH:B'H'; donc X:Y=BH:B’H'; donc eu général, les prisme» 
trungulaircs sont en raison composée de leurs liauieurs et de leurs bases. 
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THÉORÈME CLVII. 


«94 


Les prismes de hase quelconque, sont en raison composée de leurs hauteur* 

et de leurs bases. 

Soient P, P’ deux prismes : le premier P, de hauteur H, et reposant snr 
vin jMjIjgone de m côtes, lequel soit B ; le second Y, de hauteur H‘, et repo- 
sant sur un polygone de n côtés, lequel soit B'. Du sommet d’un des angles 
de B, menez les m — 3 diagonales, qui divisent ce polygone en m — a triangles. 
Faites passer ensuite des plans par la première, la seconde, la ti-oisième, etc. , 
diagonale de B, ensorte que P soit partagé en m — a prismes triangidaires , 
de même hauteur que lui. Construisez ensuite , sur une ligne arbitraire ÂB , 
un rectangle ABCD, composé de rectangles égaux un-à-un aux triangles de B, 
puis, des sommets des angles d’ABCD, élevez-lui des perpendiculaires, et 
après les avoir coupées à la hauteur H , par un plan parallèle à ABC , vous 
- aurez constrnit un parallélépipède Q de baise ABCD, de hauteur H, et de 
même solidité que P. 

Par des opérations semblables, construisez un parallélépipède Q' de base 
’A'B’CD' égale à B’, de hauteur H', et de même solidité que P'; et de ces 
operations, il résultera, que Q;Q'=ABCDxH: A'B'C'D' X H'=BxH:B' X II'; 
que par couséquent , P ;P' = B X H : B’ X H'; et partant qu’en général, les 
prismes de hase quelconque sont en raison composée de leurs hauteurs et 
de leurs bases. 

THÉORÈME CLVII I. 

b.*438.Z7/i cylindre quelconque , est égala un prisme de base et de hauteur respec~ . 
tivement égales à sa base et à sa hauteur propre. 

Soit C un cylindre quelconque , de base B et de hauteur H : inscrirez pre- 
mièrement à B un polygone régulier p : secondement, circonscrivez à B on 
poil gnne p' , en tirant des tangentes par les sommets de tons les angles de p : 
troisièmement, faites reposer sur p, un prisme P inscrit i C, et sm p' , un 
prisme P* qirconscrit à C; la solidité de C sera moyenne entre les solidités 
de P et ?*. Quatrièmement, par une bisection répétée des arcs soutendus par 
les côtés àc p , doublez successivemeul le nombre des côtés de ce polygone 
et le nombre des côtés de p' , puis faites reposer sur les nouveaux poly- 
gones q, q^ des prismes Q , Q' ; les premiers inscrits, les seconds circous- 
criis à C;'ces prismes ayant même hauteur H, seront entr’eux comme leur» 
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bases 7 , lesquelles venant enfin à dtfTeier moins que par une grandeur 
^ donnée; les piismes Q, viendront aussi à ^ITérer moins que par une gian- 
deur doiuice. 

Or cela |JOse‘, le cjl'mdre C ne peut être , ni plus grand ni plus petit qu’ua 
prisme de base et de liautenr respectivement égales i B , H : car s’il étoit {dus 
grand, si gardant la kautcni' U , il reposoit sur un polygone plus grand que B; 
U y auroit (cl prisme circonscrit à C, qui seroit plus petit que lui: s’il étoit 
plus petit, il y auroit tel prisme inscrit à C, qui seroit plus grand que IuL 
Li’unc et l’autre couséqiionce implique contradiction ; donc il est impossible 
qu’un cylindre quelconque, ne soit pas égala un prisme de base et de hau- 
teur , respectivement é;^ales à sa base et à sa hauteur propre. 

B.* 4a). Conséquence. Il suit de là, que les cylindres et les prismes sont en raison 
composée de leurs hauteurs et de leurs bases : car d’un côté , les cvlindres 
peuvent être représentes par des prismes de bases et de hauteurs respectivement 
égales aux leurs : d’un autre côté , l’on sait que les prismes sont en raison 
composée de leurs hauteurs et de leurs bases ; donc les cylindres et les prismes 
sont en raison composée de leurs hauteurs et de leurs bases. 

THÉORÈME CLIX. 

n.*43o.Ea différence entre une pyramide triangulaire tronquée quelconque, et un 
prisme de même base et de même hauteur qu’elle, n 'est pas si grande que 
le prisme de même hauteur qu’ elle-même , et de base égale d la différence 
de son toit dsa base. 

Après avoir coupé la pyramide triangtilairc SABC (fig. a56), par les pl.ins 
HDG, edj", parallèles à sa base ABT; prolongez de, df, jusqu’à - ce que 
rfA = DH , rf/f=DG; prenez sur DH, DG, des longueurs DE, DF , respec- 
tivement égales à de , df, et tirez les droites EF, hg, HA, Gg, Ee, Fy, 
qui, excepté les deux premières, sont panvllèles à Dd; pub observez 1 .® que 
les solides HDGAd^, EDFed/, sont des prismes de meme hauteur que la 
pyramide tronquée nDGedy, rntiis que le premier a pour base, celle de la 
. pyramide tronquée; que le second a pour base un triangle égal au toit de la 
pyramide tronquée : a.® observez que EHGFcA^y, différence de l'im de ce* 
prbmes à l’autre , est un prbme de base EHGF , égale à la différence du toit 
à la base de la pyramide tronquée, et de même hauteur que celle-ci : 3.® enfin, 
observez que ce prbme EHGF ehgf, surpasse la diO’érence du prbme HDG Arf^, 
à la pyramide tronquée HDGedy, de tout le solide Aey^HG; que par con- 
séquent, la différence de la pyramide tronquée , au prisme de même base et 
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' de iD^me hauteur <]u’elle , est plus petite , que le prisme de même hauteur 
qu’elle-méme , et de base égalé à la difTêreiice de son toit à sa base. 

-T II É O R È; M E CLX. 

B.* 43i . Lie» pyramides triangulaires , de bases et de hauteurs respectivement égales , 

sont égales. 

Soient SABC, ZDEF (fîg. a56), dem pyramides triangtilaires , de bases et de 
hauteurs respectivement e'gales, ABC = DEF, SP=ZQ = A : j’observe préli- 
minairement, que SI à upe distance d<^h, du sommet S de la pyramide SABC , 
l’on (ait passer un plan parallèle à ABC; il en résulte une section a£c semblable 
à ABC n.°38a; que si, à pareille distance d, du sommet Z de la pyra- 
mide ZDEF , on fait passer un plan parallèle à DEF ; il en résulte une sec- 
tion def, semblable à DEF; et que ces sections aùcdef soM égales entre 
elles: car par le n.“ que je viens de citer, aô ; AB=tf: A, de : DE=d ; A/ 
par conséquent, AB* = d* ;A*, de*;DE'=d’ : A*. MoisnAc, ABC sont 
semblables; donc aAc ; ABC= ai’ : AB’; dej", DEF sont semblables aussi; 
donc de/*: DEF = de* ; DE’^a A’ : AB’ ; donc a Ac :'ABC=de/'; DEF, 
abc‘, def =ABC : DEF; et partant; il y a égalité entre abc def, comme 
entre ABC et DEF. 

Cela démontré , je suppose , qn’après avoir divisé SP en un nombre n de partie» 
égales , on fasse passer par chaque point de division un plan parallèle à ABC; la> 
pyramide SABC sera partagée en (n — i) pyramides trouvées , plus une pyramide 
entière, laquelle pouvant être considérée comme une pyramide tronquée , dont 
le toit SC réduit à un point ; toute la pyramide sera partagée en n pyramide» 
tronquées, de hauteur = 5 SP. Mais la différence de chacune de ces pyramide» 
tronquées au prisme de même base et de même hauteur qu’elle, est plus petite 
qu’un prisme de hauteur = j SP , qui reposevoit sur la différence du toit è la base 
de cette pyramide tronquée; donc si k chaque pyramide tronquée , on substitue 
le prisme de même base et de même hauteur qu’elle , l’excès de tons ces prisme» 
sur toutes ces pyramides tronquées , sera plus petit qu’iin prisme qui auroit 
pour base , la tomme des excès de chaque section snr la section sinvsnte , 
et pour hauteur, ^SP; donc mettant ABC au nombre de ces sections; la somme 
'des excès de chacune d’elles snr la suivante, sera égale à ABC-même , et 1» 
différence de la somme des pyéamides tronquées , à la somme des prbmes de 
même base et de même hauteur qu’elles , sera plus petite qu’un prisme de 
base ABC, et de hauteur ^SP. 

Supposé maintenant qu’on opère sur la pyramide ZDEF , comme on vient 
d’opérer sur la pyramide SABC ; on la partagera en n pyramides tronquées , 
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«le liruiieiiro ZQ, et la diH'crence de la sominî de ces pyramides troiirpiécs , ii 
la somme des prismes de même base et de même hauteur qu’elles, sera plus 
petite «|u’mi prisme de base ÜEt’ , et de hauteur i ZQ =: J SP. Mais par le 
préliminaire de cette démoustration , les prismes construits sur les sections 
de la pyramide SABC , sont respectivement égaux aux prismes construits sur 
les sections de la pyramide ZDËt’ ; donc l .° la somme des uns est égale 
à la somme des autres ! a.” il est démontré, que l’excès de lu première de ces 
sommes sur la pyramide SABC , est plus petit qu’un prisme de hauteur „ SP , 
et de base ABC; il est démontré aussi, que l’excès de la seconde somme sur 
la pyramide ZDEF, est plus petit qu’un prisme de hauteur ; ZQ , et de base 
DEF : 3.’ il est clair qu’en augmentant le nombre n , on peut réduire ces 
excès à des grandeurs plus petites qu’aucune grandeur donnée ; donc les 
dilî'ércnces des deux pyramides aux deux sommes de prismes pouvant se réduire 
à des grandeurs plus petites qu’aucune grandeur duimée; ces pyramides sont 
en même raison que ces deux sommes; donc elles sont comme elles eu raison 
d’égalité. 

T II É O R É M E,CLX. 

•43a Une pyramide triangulaire quelcpnque , est le tiers d’un prisme de même 
base et de même hauteur qu'elle. 

Soit BEFD (fig. 367 ), une pyramide triangulaire quelconque : Si des sommets 
F, D, de deux angles de sa base EFD , l’on élève DC , FA parallèles à son 
côté EB , et que par le point B l’on fasse passer un plan BAC , parallèle à 
EFD ; le solide ABCDEF sera un prisme de même base et de même hauteur 
«pi’elle. Or dans ce prisme on distingue d’abord deux pyramides BEFD , 
DABC^ toutes les deux de hauteur égale à la distance des plans ABC, DEF, 
et la première, de base DEF ; la seconde, de base ABC = DEF; ces pyramides 
sont donc égales. Si donc l’on retranche du prisme ABCDEF la pyramide 
BFED, le reste ABCDF (llg. s58); se décompose en deux pyramides trian- 
gulaires BADC , BAFC de mênac hauteur et de bases ADC , AFC égales 
entr’elles ; donc BADC étant la même que D.VBC= BEFD; la pyramide 
triangidaire BEFD , se trouve être le tiers d’ABCDEF , prisme de même base 
et de luêiue hauteur qu'elle. 
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TnÉORÉME CLXI. 

B*. i3J. Une pyramide quelconque , est le tiers d'un prisme de même base et de 

même hauteur qu'elle. 

Soit SABCDE (X), une pyramide, qui repose sur un polygone qiicl- 
coiirpie. Si des sonmiels des angles B, C, D, E , de sa base ABCDE (Kg. aSq) , 
l’on lire des parallèles à son côté AS , et qu’on les coupe par un plan ISt' , 
parallèle au plan BAE ; le solide ABCDEFGHIS (Y), est un prisme, qui 
a pour base ABCDE, et pour toit FGHIS. D’où il paioît que , tirant du 
point A, dans ABCDE, toutes les diagonales qu’on peut y tirer de ce point, 
et du point S, dans FGHIS, toutes les diagon.alcs qu’on peut y tirer de ce 
point; AD, AC, d’une part, SG, SH, d’autre part, sont contenues entre 
des côtés égaux et parallèles du prisme Y ; que par consérpient , elles sont 
respectivement égales et parallèles cntr’elles. De sorte que faisant passer des 
plans par celles qui sont en effet, égales et parallèles; on divise le prisme Y, 
en autant de prismes iriangidaircs (|ue sa base contient de triangles ; que faisant 
pas.scr des plans par S, et par les diagonales d’ABCDE; l’on ilivise la pyramide 

• X , en autant de pyramides triangulaires que sa base contient de triangles ; 
que par conséquent , Y renferme autant de prismes triangulaires , que X 
renferme des pyramides triangulaires; que de plus, les bases et hauteurs de 
ces prismes, sont respectivement égales aux bases Jet liauieurs de ces pyra- 
mides ; qii’ainsl la somme de ces pyramides est le tiers de la somme de ces 
piisnies ; et jiartant qti’une pyrami<lc quelconque , est le tiers d’un prisme de 
meme base et de même hauteur qu’elle. 

ii.*43*- Conséquence. Les prismes sont en raison composée de leurs hauteurs et 
de leurs bases : Les pyramides sont le tiers de prismes de meme base et de 
iiiême hauteur qu'elles ; donc les pyramides sont en raison composée de 
leurs hauteurs et de leurs bases. 

THÉORÈME CLXI, 

»35. Un cône quelconque est égal à une pyramide de base et de hauteur respects- 
vemenl égales à sa base et à sa hauteur propre. 

Soit C un cône de hauteur U et de base B : Inscrivons d’imagination , an 
cercle B , un polygone régulier p : Tirons des tangentes par les sommets de 
tous les angles de ce polygone , et circonscrivons ainsi à B , un polygone 
régulier p’ , de meme nom que p : Faisons reposer sur p une pyramide P ius- 
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crilc à C : Faisons reposer sur p' une pyramide P circonsciilc à C, el la 

soliditdde C sera moyenne entre les solidités de P et de P’. Pi doue mot ennanl 
Mue lûscclion continuelle des arcs soutendus parles côtés de p, nous doublons 
siiceessivemeul le nombre des côtés de ce polygone, aussi bien que le nombre 
des côtes de p' ; et que nous fassions reposer sur les nouveaux pois goncs y , y' , 
des pyramides Q, Q'; les premières inscrites, les secondes circouscrilcs à C ; ces 
pyramides ayant même hauteur H , seront entr’cllcs comme leurs bases ç , 
et lorsque ces bases tiendront à différer moins que par une grandeur donnée; 
les |>yramidos Q, Q diffèi'cront moins aussi que par une grandeur donnée. 

Or cela posé : Si le cône C, étoit plus grand qu’une pyramide, de base B, 

et' de hauteur H ; qu’il fût égal à une pyramide de base B' B , et de 

hauteur H; il surpasscroit quelqu’une des py ramilles circonscrites: S’il étoit 
plus petit qu’une pyramide de base B et de hauteur El; qn’il fût égal à une 
pyiamide de base B’<CB, et tic hauteur H; il s’abalsfcroil au-dessous do 
quelqu’une des pyramides inscrites : L’une et l’autre supposition implique 
cuutraiuction ; donc le cône C n’est ni plus ni moins graud qu’une pyramide 
de même base et de même hauteur que lui. 

Digression. Mesurer une quantité , c’est la comparer .à une autre de même 
nature , pour savoir combien de fols la première contient la seconde ; d’oii 
il résulte qu’axant et après la comparaison , la quantité qui fuit l’office tic 
mesure , se présente comnte funité ; et qxi’après la comparaison , la quantité 
mcsuiéc se présente comme un noAibre plus ou moins grand. 

Le terme de la comparaison ou la mesure , est toujours arbitraire , quant à 
la grandeur : C’est arbitrairement cpi’on mesure les longueurs par le pouce , 
par le pied, par la toise etc. mais la mesure ii’esl jtas arbitraire quant à la 
forme : Lors par exemple qu’on mesure des .surfaces ; le triangle , le qua- 
dillutcrc , le pentagone et tel autre polygone se présentent pour serxir de 
mesure : préfcrera-t-on celui qui a le plus petit nombre des côtés, è celui 
qui offre la surface dont on .se fait l'idée la plus exacte , ou te délcrminera-t-on 
par quelque autre considération ? 

J’ai satisfait plus haut à cette question par rapport aux surfaces , lorsque j’ai 
ob.servé , que les rectangles étant en raison composée de leurs batileurs et de 
leurs bases; c’est de ces deux rapports que doit se former celui de leurs 
surfaces ; et que les rapports de deux lignes d'une part , et de deux lignes 
d’autre part , ne peuvent se trouver pins abément , qii’cu comparant les deux 
premières et les deux secondes à la mêiiie ligne ; c’est par cctic comparaison 
qu’il faut commencer , et appliquer par conséquent la même mesure aux 
bases et haiileius des rectangles. 
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Or si apres ces operations on compare les rcctanfjles au carre' de la ll^nc 
quia mesure leurs côlc's; ces rectangles se pre'senleul sous la l'orme de produits 
de deux nombres, et ce carre', sous la forme de l’iiuite' multipliée par rutiile 
lXi=j ; c’est-à-dire, que le carre se trouve uiiile' de surface, ou mesure 
des suifaces , avant qu'un en ail fait choix en celle qualilcj, et qu'il doit celte 
prérogative à r«‘galite de scs dimensions. 

Je remarque à présent , que ce qui est vrai du carre comme mesure des 
surfaces , n’csl pas moins vrai du culte , comme mcsuie dus sulidcs : Car les 
paralléicpipcdes étant en raison composc'e de leurs hauteurs et de leurs bases , 
c’esl-à-dirc , en raison composée de leurs dimensions, hauteur , largeur et 
longueur ; si l’on veut s’assurer de leurs rapports uumériques , il faut com_ 
parer ces dimeiitions à une ligue droite, et substituer à cbaciinc d’elles le 
nombre résultant de celte cemparaisoii ; or le cube , dont toutes les diniciisious 
sont égales à cette ligne , est lui-même un paralléhqiipîde , lequel comparé à 
un autre s’ex)irime par xXiXJ = l.Dc sorte que le nombre qui cxprioie la 
solidité d'un parallélépipède qucicouque , fait conuoilre combien de fois elle 
contient celle do certain cube ; que par conséquent , le cube se présente 
comme l’imité solide , ou comme la mesure des solides , non pas que l’on en 
ait fait eboix en cette qualité , mais parce que scs dimensions sont égales. 

On ne l'emploie pourtant pas exclusivement en cette qualité; ou lui préfère 
le cylindre droit , quand il s’agit de mesurer des liquides; parce que la capacité 
des vaisseaux qui les conticnnoul , .se com|>are plus uisi'mciit à celle du ctliiidre 
qu'à celle du cube. On a soin cependant d'estimer en pouces cubes la capacité 
des mesures cylindriques , afin d’avoir la facilité d’évaluer en cubes, ce qu’il 
ne sulFit pas d’avoir évalué en cylindres. 

Le Iiut de cette digression est île n’oracilrc rien de ce qui peut donner des 
idées dislincics de ce qu’il y a d’éle'nieniairc dans la mesure des quantités él 
en particulier, dans la mesure des quantités éicndiies. Celles de trois dimensions 
que nous avons appris à mesurer , se réduisent à quatre : le prisme , la pyra- 
mide , le cylindre cl le céne ; cl ces quatre se réduisent idtérieurcnienl i 
deux qui sont le prisme et la pyramide , parce qu'un cylindre de base et de 
hauteur respectivement égides à la hase et à la baiitcur d’un prisme , est égal 
à ce prisme; et qu’un cône de base et de liauteiir respeclivemenl égales à la base 
et H la bailleur d’une pvr.iniidc , est égal à celte pyramide. Or comme les 
prismes se mesurent par un cube, qui liii-inéiiie est un prisme; il suit de ce 
que les prismes sont en raison composée de leurs hauteurs et de leurs bases, 
que la solidité d’un prisme est ducmenl exprimée par le produit de sa buse 
par sa hauteur; et que la solidité d’une pyramide, qui est le tiers d’un prisme 
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<3o même base et de même liaïuetir qu’elle , est dueateat axprâne'e par le 
tiers du ]iroduil de sa base par sa liaulear. 

THÉORÈME CLXII. 

436- La tphèrc est les deux tiers du cylindre qui lui est circonscrit. 

Pour faciliter la démonstration de ce lliéoi ème j’observerai , que l’aire d’un 
cercle étant ej>ale k celle d’un triangle qui auroit pour hauteur le rayon , et 
pour Imse , une droite égale à la circonférence de ce cercle ; si sc : l repré- 
sente le rapport de la circonfe'rence au rayon du cercle ; l’aire du cercle de 
rayon l, est égale li ^ X ac = c; l’aire du cercle de rayon r, est égale à err, 
attendit que les cercles sont entre eux, comme les carrés de leurs rayons. 

Cela posé j’entre en matière , et prenant en considération le quart tic 
cercle BSDC ( fig. ü5o), et le carré ABCD qui lui est circonscrit, j’observe : 
qne les deux droites EH , FG , tirées parallèlement à CD , sont perpendi- 
culaires sur CB; que IT s’élève perpendiculairement sur EH, depuis le point I , 
par lequel l’arc DIB coupe EH ; que la droite SK , tombe perpendiculai- 
rement sur EH , depuis le point S , par lequel DIB coupe FG; que la droite 
RL, tombe perpendiculairement sur EU, depuis le point R , par lequel la 
diagonale CA coupe FG ; et qu’enün , la droite PQ , s’élève perpendiculai- 
rement sur EH , depuis le point P, par lequel la diagonale CA coupe EH. 

Maintenant je suppose que cette figure tourne tout autour du ravon CB ; 
le carré ABCD décrira un eviindre droit X ; le triangle ABC décrira un cùiie 
droit Y , de même base et de même hauteur que le cylindre X ; le quart . 
de cercle BSDC décrira un hémisphère Z, inscrit au cylindre X ; le rectangle 
EFGH , décrira une partie du cylindre X; le quadrilatère mixtiligne ISFE , 
décrira une partie de l’hémisphère Z ; et enfin , le qaadrilatère PEFR , décrira 
une partie du cône Y. / 

J’ajoute , que le triangle CEP , étant équiangle au demi-carré ABC ; ses 
côtés CE , PE sont égaux ; que par couséquent , de l’égalité CI® = lE® -f- 
CE®, on passe aux suivantes, Cl®= IE®-t- PE* » HE®s= IE*-1-PE® ; que de 
plus, les sections des corps X, Y, Z, par un plan qui passe par HE, per- 
pendiculairoineni à CB, sont des cercles, qui ont respectât ement pour rayons 
les droites UE , PE, lE , et que les cercles décrits par PE , lE, sont égaux 
pris ensemble , an cercle décrit par UE n.’* aSy. 

Je continue et j’observe premièrement , que le segment tronqué , décria 
par EISF, est de grandeur moyenne entre les cylindres décrits, Pan par EITF; 
l'autre , par EKSF que de plus , ces cylindres étant respectivement égaux 
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iEFxcx EI*,EF XCXEK» : l’cicès du cj liudre deciil par ElTF , sur 
le segment tronque décrit par EISF, est plus petit que EF X c (El’ — EK’). 
Secondement j’obserr'e , que le cune tronque décrit par EPR F , est moven 
entre les cylindres décrits , rtin , par ELRF ; l’autre , par EPQF ; que do 
plus, ces cylindres étant respecdvenieut égaux à EFxcxEL’, EFx.cXEP’; 
l’excès du cylindre décrit par ELRF, sur le cône tronqué décrit par EPRF , 
est plus petit que EFXc (EL’ — EP’). Troisièmement enfin j’ohservc , que 
pouvant faire l'arc IS, aussi petit que l’on veut; l’on peut par là-même diminuer 
à volonté la corde de cet arc, et les côtés IK , SK du triangle SKI, dont 
elle est l’iiypotliénuse ; que par conséquent IK et SK=RL=aQP = FE , sont 
autant de lignes qu’on peut diminuer à volonté. 

A la suite de ces observations, je cherche i.’ ce que deviennent les produits 
EF X c X El’, EF X c X EK* à mesure que l’arc IS , et la perpendiculaire SK 
diminuent ; et je trouve que le premier diminue à raison de la diminution 
d’EF , et que le second ne diminue pas tout-à-fait à raison de cette diminution, 
parce que son facteur EK prend un accroissement , duquel cegiendant il ne 
résulte aucune dérogation aux preuves que je donnerai tout-à-l’heure du théo- 
rème proposé, a.” Je compare le premier des produits EF X c x El’, EF X 
c X EK’ à leur dilTércnce et je trouve que EF X |c X El ’ ; EF X c ( El ’ — 
EK’) rapport de ces deux quantités, devient plus grand qu’ucun rapport 
lionne , lorsque la différence £1 — EK diminue au-dessous de toute gran- 
deur finie. 

Et de même , les produits EF X c X EL’, EF X c X EP’, diminuent k 
raison de la diminution d’EF, et leur diflercnce EF X e (EL’ — EP’), com- 
parée au second, EF X e x EP’, y est contenue autant de fois que EL’ — 
EP’, est contenu dans EP’, c’est-à-dire , un nombre de fois capable de sur- 
passer tout nombre fini, attendu que EL — £P=LP=QR=£F, peut diminue^ 
au-dessous de toute grandeur finie. 

Ainsi donc , en quelque endroit du quart de cercle CBSD , que l’on lire 
EH , FG parallèles à CD , il est possible de les rapprocher au point , que le 
cyluidre décrit par ElTF, surpasse moins le segment décrit par EISF , que 
par une grandeur donnée , et que le cylindre décrit par EPQF , dilTère moins 
du cône tronqué décrit par EPRF , que par une grandeur doimée ; donc cc 
cône tronqué et ce segment pris ensemble , Afférent moins de la somme de 
ces cylindres que par une grandeur donnée ; donc la somme de cenx-ci , étant 
en raison d’égalité avec le cylindre décrit par EFGll ; la somme de ceux-là 
est aussi en raison d’égalité avec ce cylindre , donc le cylindre contenu entre 
deux plans qiû coupent les corps K , Z parallèlement à la base d'X , est 
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égal aux parties d’Y , Z , coulemies entre ces plans , lorsque ces plans sout 
suffîsaniment rapproches l’un de l’autre ; donc la même égalité a lieu à tome 
distance de ces plans-ménies ; donc le cylindre Xcst= Y -f-Z. Mais Z est le 
tiers d’X ; donc Y est les deux tiers d’X ; donc finalement , la sphère inscrite 
à un cylindre , est les deux tiers de ce cylindre. 


PREMIÈRE SUITE DE PROBLÈMES. 

'■ Mesurer un prisme , une pyramide , une pyramide tronquée , 
un cylindre , un cône , un cône tronqué , une sphère , un 
segment de sphère, un segment de sphère tronqué, et un 
secteur de sphère. 


OTJS ces problèmes supposent an cube de câté donné , auqtiel il faut 
comparer certain corps, pour savoir combien de fois il le contient. 

Premièrement donc , s’il s’agit d’un prisme ; comme un cube est aussi un 
prisme , et que les prismes sont en raison composée de leurs hauteurs et de 
leurs bases ; on commencera par mesurer la hauteur du prisme par le côté 
du cube proposé; on mesurera ensuite la base du prisme par la base du cube, 
et ces deux rapports multipliés l'un par l'autre, domicront le rapport du prisme 
au cube proposé. 

Secondement f Une pyramide étant le tiers d’un prisme de même base et 
de même hauteur qu’elle ; si l'on mesure ce prisme , le üers du résultat , 
fera connoiire le rapport de la pyramide au cube proposé. 

TroUièmement , Une pyramide tronrpiée étant égale à la différetlre de 
deux pyramides ; lorsqu’on aura mesuré ces pyramides, leur différence donnent 
la mesure de la pyramide tronquée. 

Quatrièmement, Pubqii’un evUndre est égal à un prisme de base et de Irauteur 
reipeclivement égales à sa base et à sa hauteur propre ; on niesnrera tm cylindre 
comme on mesure un ptisme , si ce n’est , qu’au lieu d’estimer le rapport d’uti 
polygone à un carré , l’on estimera le rapport d’un cercle à un carré ; ce qui 
ue donnera pas le rapport exact du cylindre an cube , mab an rapport qtii en 
approchera d’autant plus , qu’on aura exprimé plus exactement celui de la 
circonférence au dbmètre du cercle. ' - ' ’ 

• ; 'i -Qtnquièmement , Un cûno est le tiers d’un cylindm de même base et de 

, . . J’#'- i » : iit 
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m^mc hauteur que les sieuncs; par coDscqucot, sa solidité sc trouve dans le tiers 
de celle de ce cylindre. 

Sixièmement , un cène tronqué est e'gul k la différence de deux cônes , 
par conséquent sa solidité se trouve dans la différeucc des solidités de ces 
deux cônes. ; 

Septièmement , pour mesurer une sphère de rayon donné , on inestircra 
le cylindre circonscrit à cette sphère, et les deux'tiers du résultat donneront 
la mesure de cette sphère même. 

Huitièmement , étant proposé de mesurer un segment de sphère, dont la 
hauteur soit connue , on distinguera trois cas dans ce problème: le premier; 
dans lequel la hauteur du segment est égale au rayon de la sjdière ; le second, 
dans leipiel cette hauteur est plus grande que le rayon de la sphère ; et le 
troisième , dans lequel elle est plus petite. 

Lorsque la hauteur du segment est égale au rayon de la sphère , ce segment 
convient avec un hémisphère ; par conséquent sa solidité est égale à la moitié 
de la solidité de la sphère. 

Lorstpie la hauteur du segment est plus grande que le rayon de la sphère; 
tin second segment de hauteur moindre que le rayon , complète avec lui la 
sphère ; par conséquent la solidité de ce segment complémentaire , retranchée 
de la solidité de la sphère , doit donner la solidité du segment proposé ; et 
partant toute la difficulté du problème consiste , k trouver la solidité d'un 
segment de hauteur moindre que le rayon. 

A cet effet on se souviendra , que la démonstration du théorème , que la 
sphère est les deux tiers du cylindre circonscrit , fait voir en général , que le 
segment sphérique , contenu entre le toit du cylindre circonscrit et un plan 
élevé au-dessus du centre de la sphère parallèlement à ce toit , plus le cône 
tronqué contenu entre ces deux plans, est égal à la portion du cylindre cir- 
conscrit , qm est renfermée entre ces plans-mémes; rpie par conséquent , on 
trouvera la solidité du segment à mesurer , lors qu’après avoir estimé celles du 
cône ti onqué et du cylindre partiel , qui viennent d’étre spécifiés , on retran- 
chera la première de la seconde. 

Neuvièmement, Demande-t-on la solidité d’un segment de sphère tronqué? 
il faut ajouter à ce segment tronqué le segment qui en fait un segment complet ; 
mesurer le segment additionnel et le segment complet ; la différence de l’un 
k l’autre doit donner la mesure du segment tronqué. 

Dixièmement , enfin, l'angle d’un secteur sphérique étant à quatre angles 
droits , comme ce secteur est à tonte la sphère ; dès que la solidité d’une 
sphère sera trouvée, une règle de trois fera connoitre celle d« l’un. quelconque 
de ses secteurs. 
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SECONDE SUITE DE PROBLÈMES. 

n.* cinq cnrps réguliers étant inscrits à une sphère, dont on sttppose le 

rayon égal à l’unité } on demande la valeur numérique , tant de la sur- 
face J que de la solidité de chacun de ces corps ? 

Soit C le côle' d’un corps régulier quelconque ; R le rayon de la sphère 
circonscrùe à ce corps, et r le rayon de la sphère iuscriie , le tableau 1. 
qui suit imme'dialement , présente les valeurs respectives de C , R , r 
relativement à chaque corps régulier, en tant que C est = l ; è coté de ces 
valeurs sont les n.*‘ où se trouveut les dcraonstratiuus qui en justifient l'eiac- 
tiittdc. 


Tableau I. 

C 

R 

r 


Tétrahèdre 

1 

3 

2J/6 

— — n."» 

3J/6 

35o. 

Oclahcdre 

1 

1 

ÿï 

1 

Kti 

356. 

Icosahèdro 

1 

i V(io-i-3K5) 

i5 

13 

358. 

Exahedre 

1 


1 

5 

36o. 

Dodécahèdre 

1 

4 

. 5(H-22i/^5 



5 

366. 

Lorsqu’au lieu de C, 

l’on prend R pour l’unité, ce tableau 

se transforme 

dans le suivant ; 





Tableau 11. 


C R 

r 


Tclrahèdrc 


ay'G 

-3- 

i 

S 


Oclahèdre 


Ka 1 

1 

ïTS 


Icosahèdre 


4 




K(Jo-t-aK5) 

y' (3o-h6K 5) 


Eiahédre 


3 

1 

K3 


Dodécalièdre 


4 







' 5o 
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AjomoiJ» l.“ que lorsqu’un triangle cqnilauûal a pour côte l’unité, sa hau- 
teur est égale à jj/5 ; et son aire, à J X : a.° que par le n.” t5j), le 
cétc' lin pculagonc régulier , est au rayon du cercle circooscriplihle à ce 
5—1^5 

polygone, comme y' : t; que par conse'ijuent , lorsque le côte' du 


pentagone re'gidicr esl= l , le quatricroc ternie de la proportion J/" 


5— K5 


1 = 1 ; X, fait le rayon du cercle circonscriptihie à ce polygone, 

5.’, que par le même n.” l5g, le rayon du cercle circonscriptible est au 

rayon du cercle inacriptililc au pentagone régulier, 

1 -4-1^ 5 , - ’ 

comme i : — j que par conse'quent , lorstjue le rayon du cer- 


tiou 


J 3(6+3»^ 5) 5+ K5 

^ 5 — 1^5 i6;5 — K 5) ^{5— y' 5) 


de circonseriptihle est = y '- — quatrième terme de la propor- 

,3 r- 1 J 1 ■ • 1 i-t-y^5 

1 : r; î * net le ravon ou cercle luficnptuile , = 

-* - 5 — 1/5 ' ‘ ‘à 

K5)(5-t-K 5) 

ao-t->ij/5 5-\~'jy'5 , ... 

y^ = — ■— — ■ = A j/ — . C est -a-dirc , que le coté du 

pentagone régulier, le rayon du cercle circonseriptihle, et le rayon du cercle 

iuscripiihie à ce polygone , sont comme les nombres J , 

et parlant que l’aire d’un pentagone régulier de côté = 1 , est = J X j 
5-4-3J.^5 ^ t 5-h3k^5 


,--x5 = î K- 


= 1 p^(a5-4-iop^5). 


Aillés de ces ohsci-valions , cherchons premièrement la suiTace et la solidité 
du téirahèdrc inscrit à une sphère de rayon = t : et à cet elTet, considérons 

l.®que parle tableau II, le côte’ du tétrahedre inscrit est a.” que 

Faire d’im triangle équilatéral de côte' 1 , est égale à A J/'3 : 3.° que les aires 
des triangles équilatéraux , étant comme les caiTe's des côtés de ces triangles , 
Faire du triangle équilatéral de côté 1 , est à Faire du triangle équilatéral de 

i;l25® = i:J; que par conséquent, | X vl<^3 = f 


. . 2^6 

cote , comme 

5 9 


est Faire d’une face du létrahcdrc inscrit j et parlant que la jurfacc de ne solide 
est égale i \y^ 5. 
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Pour trouver ensuite sa solidité', nous considérerons que c’csi celle d’iiiic 
pyiaïuide de base égalé à une de ses faces d de Iiatiieur somme 

des rayons 3,1, des sphères à lui inscrite et circonscrite j que par conséquent, 
elle est égale à i X I X = 

Secondement , afin d’exprimer numériquement la surface cl la solidité' do 
J’oclalièdic, jetons les yeux sur le tableau 11: nous y verrons, que le côté 
de ce solide inscrit à une sphère de ravon l , est égal à jXa ; que par cousc- 
srqiieul , l’aire d’une de ses faces est le quatrième terme de la proportion 
1 laEs-JlXS:*, c’est-à-dire, qu’elle est égale à et partant, que la 

sut face de tout le solide est =4>X5. 

Quant à la solidité j comme il e^t composé de deux pyramides, qni ont pour 
base un carré, dont le côté est =.lXa , et partant égal liii-niènie à a , et dont 
|a liauiciir =: i , cette soliiliié de l’ocialiédre est"t=a X J X a'=J. 

Troisièmement, pour trouver la surface et la solidité île ricosabèdie inscrit 
à une sphère de ravon 1 , considérons que le tableau 11. fait le côté de ce 

solide = — ; — ; que par eouséqiienl , l’aire d'une de ses faces est le 

(lO-f-aj/5) ’ • ‘ 

.. , . i6 ‘ aj/5 

qualriènie terme de la proportion i: ■. = !k3: * = - - — - = 

^ ' ' ïO-+-aJX 5 * 5 

af5— tX5)x|X3 lojXS — a^iS . 

(54-1X5) 5-1X5) ao ’ * / ^ 

— ajXi5. 

Par rapport à sa solidité, elle se compose de relie de vingt 'pyramides , 

1 - 1 1 r- JOJX3— 2 >/i5 

qtu ont pour base un triangle , donl latte est =. ^ , et dont le 

tableau II, fait la hauteur r = d’où il suit que, cette soll- 

’ jX(3o 4 ojx 5) 

, 5-t-jX5 IOJX3— ajXi5 (3-i-tX5)(iojX3 — aKrS) 

te est ao X î X 5^ ^ ao oy' à) 


3o|X3-l-t|X 1 5 — atx 75 


5-t-lX5 


.64-1x5 


— ♦ V _X_LÜ_ = ♦ iX — — 

3iX(âo-4-6jx 5) ’ |X(io-f-ajx6) * a 

Quairièmenicul , pour trouver la surface et la solidité de l’exahèdre , inscrit 

à une sphère de rayon t , observons que le tableau 11. donne le côlé de ce 

*1 a 

toUde par — ; fjuc par conséquent^ une de ses faces est égale a 


X partant, que toute sa surface est = ^ X 6 = 8. 
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Par rapporl à sa soUillle , c’esl celle «J’ua cube dont le côté est — — ; par 


par conséquent «Ile est 

Cinquiêniemcnl enfin , faut-il trouver la SBrface et la solidité du dodéca- 
bèdre inscrit à une sphère de rayon l ? le tableau 11. donne le côté de c« 
4 4 

«olidc, par— mais le côté du pentagone régulier 

• t-A - 

est a son apotncme , comme y ■ : j donc le qiuitricme terme 

J 1 .■ 1-+-K5 4 „ 

de la pTOporiion K — ^ : — ^ =3— ^ reprcsenic l apo- 

1 2 , . , , 4 ♦ . 

dicmc g — pentagone re'gulier qui a pour côte 

sorte que chaque face du dodccahèdre inscrit à une sphcrc de rayon 1 , est 

égale a 5 X X prj = V ^ ^ ~ 

. , ï .n ^to— alX5 , ^lon— aoj/ 5 , 

V+r'(5:ip.-6j(T+^)”>‘»"— — 

que par conséquent, la surface entière de ce solide est = 3jX(5o — lo^^ 5). 

Quant à sa solidité, comme il est composé de douze pyramides, capables 
de comeuir^ que la hauteur de ces pyramides est égale au rayon r de la 

sphère qui,Iui scroit insciilcj que le tableau II. fait ce rayon = 

et que la base de ces pyramides-mèmes est un pentagone régulier de sur- 
face J jX(5o — 10JX5); il s'ensuit que cette solidité est = 13 X J 


K(5o- 1-22JX5) 3 »XC5o-f-32lX5) 

X WiVlWi- X S r' I5« - ■« 1^5! = 5 ï>5 — EPk5-- 

|X ( 5o — lo 5 ) , dont le facteur changé en 

(5o-i-32lX5)(5— »X6)’ f5o-|-33K'5)(3o— iolX5) ,4oo-f-i6olX5 

-3^;^^^^ 




r?-- X 


, 5-t-2lX5 


, la réduit à 5^^ X y 


(5-t-2k^5) ( 5o — 10 IX 5 ) 


s ,y(5-l-2jX5)fio— 3jX5)_ ^ 3o-+-iojX5 i5-}-5lX5 

iV ^ - iV g 
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SECTION VI. 

Dt la Similitude ou Ressemblance des Solides. 


THÉORÈME CLXIII. . 

Lorsque d’un point quelconque, en dedans de la surface d’un solide, en 
tire d cette surface toutes les droites qu’il est possible d’y tirer, et que 
depuis ce point , on retranche de ces droites des parties proportionnelles d 
la grandeur de chacune d’elles; les parties retrandtées aboutissent d la 
surface d’un second solide, qui ne diffère du premier que par la grandeur. 

En eOTal , d’un point P , du solide ABCD (fig. 361 ) , tirci à sa surface les 
droites PA, PBJ PC, PD, ete., et prenez de ces droites telles parties Pn, P6, 
Pc, Prf, etc. , que Po : PA=:P6 : PB=Pc ; PC = Pf/: PD, etc.; les triangles 
APB, APC, APD, BPC, CPD, CPD; etc., seront cquiangles un -à-un aux 
triangles aTb, oPc, aVd, bPc, bPd, cPd, etc., par un angle commun P, 
et les côtes autour de cet angle propottionnels; par conséquent, leurs bases 
seront proportionnelles à leurs côtés, lesquels étant entr’eux comme ÉA:P<i; 
il est impossible de tjrer, d’un point à un autre de la surface d’ABCD, une 
droite , qui ne soit à une droite à tirer d’un point à un autre de la surface 
à'abcd, dans le rapport de PA : Pa; et partant , ces solides ne dilTércnt qii'cn 
grandeur, attendu que si toutes les lignes tire'es dans le second croissoient 
dans le rapport de Pa : PA , tçutc tUITcrence entr’eux disparoîtroit. 

Dénominations. Ou qualifie de Semblables deux solides qui ne diSerent 
qu’en gsaudeur. Or pourquoi cette différence est-elle exclusive de toute autre? 
C’est que, d’un point du premier, que nous disons en être le Centre de des- 
cription, menant à sa surface toutes les droites qu’il est possible d’y lueuer; 
il se trouve dans le second uii poitit, que nous disons aussi en être le f entre 
de description, depuis lequel Tuenant à, sa surface toutes les droites qu'il esf 
possible d’y mener; les preiuiércs sont proportionnelles aux secondes. , 
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n.“ »io.2,,/ dénnminatinn d<i centre dt datcripliona de deux solides ysemblahles n'est 
pas uniquement applicable à deux points pris dans l'intérieur de ces 
solides; il n’eSt aucun point de l’un , qui n’alt avec certain point de l’autre y 
le rapport de centre de description n centre de description. 

ABCD, abcd (fig. 261), sont deux solides semLhililes , dont les centres 
priniitirs de descHpUnn coïncident en P, et PA est une droite tirée du point P, 
par un point a de la surface lïabcd , à nu point A de la surface d’ABCD, 

■ O eusnrto que le rapport P<i : PA est le rapport constant des droites tircés dans 
' ' . >Puo dé ces solides, selon certaines directions, aux droites tirée» dans l’autre 
'« selon 'les mêmes directions. 

. Cela posé, j’observe, qu’il sera prouvé, qtte tout point iVahed, se rapporte 
'à ccriaio point d’ABCD, coreinte centre de description à centre de dosciiplion, 
si l’on fait voirqno, stir une droite quelconque PN , tirée du point P, par 
titi point n de la surface d’n/terf, à un point. N de la surface d’ABCD, pre- 
nant à volonté un point l, entre les points P,n; il se trou\e toujours, entra, 
les points P , N , un point L , amptel le point / , est eu rapport de centre d» 
dcsciiption âéahcd, à centre de description d’ABCD. 

Or je dût, qu’apré.s avoir pris P/ 4 volonté, si l’on donne à PL nne longueur 
telle, que Pn t PN=P/;PL; le point l aura elT'ccliv einent an point L, le rap- 
port de centre de description à centre de description ; Car tirant de ce point l, 
à un point quelconque r, de la snrbice d’nfrcrf, m.t droite /rj puis du point P, 
par le point r, une droite PR , à la surface d’.ABCD; cl cuiin, dn point L au 
point R , la droite LR ; les triangles IV r, LPR sont érpiiaugles, par un angle 
commun P, elles côtés autour de cet ai^le proportionnels Pr ; PR = P/ . PL ; 
d’où il suit que leurs bases /r, L R sont parallèles eutr’elles et proporlion- 

, nellcs à Pr, PR; ld\ LR = Pr ; PR ; que par conséquent, toutes les droites qui, 

du fvoiut / vont à la surface d’nécrf, en suivant certaines viireelions, sont propor. 

■ lionnelles aux droites qui, du point L, vont à la surface d’ABCD, en suivant 
les mêmes directions ; et partant, que les solides abcd, ABCD, |>euvcnt se 

■ ’ placer autour des points /, L, réunis eu no, comme ils le sont autour du 

• point P-: c’est-à-dire, «pie toutes les'droiies tirées du |ioint L à la surface 

A'abctl, coïncident avec les droites tirées du même point à la surface d’A Bt D, 
auvcpiclles elles sont proporllouncllcs. De sorte que Cnaleiueul, un [lOiut qucl- 
coovpic l A’ahcd, trouve toujours dans ABCD un point L,aiirpiel il se rap- 
porte , comme centre de description à centre du description. 
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, ^Dénnmiootions. Nous avons vu, plus liaiil, fjuc loi'sqiie d’un point P, pris 
^ voionle' diuis un solide quclconr|ue S, on lire à sa surface Ipules les. dioiics 
qu’il est possil>le d’y tirer; cl que depuis ce point on rctranclie de cliaeunc de 
CCS droites .une louguciir prapoiiimlnce à sa grandeur; les dioilos retraucliécs 
SC tcniiiiient à la surface d'un second corps s, semblable au premier.,: Nous 
avons nicme donné le nom de centre de description au point depuis letpiei ' 
parluient les droites dont il s.’agit. Puis donc qu'à présent nous voyons , que 
lorsque deux solides sont semblables , il n'y a aucun point de l’iuu , qui n'aîi 
à certain point do l’autre, le rapport de centre de description à centre de des- 
çripliou; il couvioul de lier par l'expression de centres corrélatijs Ae descrip- 
tion,. deux points quelconques, I’ud de S, l'aiMre.de a, depuis le premier 
dc.squcis, les droites menées à lu surface de S, sont proportionnelles une-à-uiie, 
aux droites raene'es depuis le second à la surface de a.i 11 convient aussi «do 
qualilicr de Rayons de description, les droites ,.(piî, des centres coére'latifs 
de description de deux solides semblables S, a, vont altoutir, les unes à la 
surface du S, 'les autresà la surface de s. Et. comme les rayons de l’un , de ces 
corps, sont proportionnels aux rayons de l’autre; il convient encore de lier 
par l’expression de Rayons -corrélatifs de description , un rayon quelcompie 
de S, avec le rnvon de s, auquel il est prqporlionncl. 

Remarque X. Ces de'nominaiions mettent à même de s’exprimer plus diserie- 
nicnt, soit qu’il faille énoncer une propriété déjà prouvée des corjts semblables ; 
goil qu’il faille en développer une qui qc soit pas encore démontrée. Aiii>i 
premièrement le sens de la proportion //•; IjIIt^Pt ; PR qui est rcsultce 
du ibéorènic précédent , s’énonce clairement , lorsqu’on 'dit , que quels que 
soient les centres corrélatifs de desciiplioti de deux corps semblables , le 
rapport de leurs rayons corrélatifs de description , est toujours le même : 
Secondement, s’agit-il savoir si, lorscjuc deux corps sont semblables , la suite 
infinie de ceux qtti dérivent 'àu premier , en contient toujours tin, avec lequel 
le second soit ca|>able de convculr? on observe , qu’après avoir fait coïncider 
certain centre de dcscriptiou du second corps , avec le centre corrélatif de 
dcscri|>tion du premier; rien n’empeebe de disposer le second, autour du centre 
commun, de manière que ses rayons de description, suivent la nicovc direc- 
tion que les rayons corrélatifs de description du premier, et qu’ainsi le second 
corps ne convienne avec quelqu’un de ceux qui dérivent dn premier. 

Remarque a. Quoique le lliéorcmo précédent fasse voir, que lorsque deux 
solides S, «, sont semblables, il ii’ost ancun point de l’un, qui n’oit à certain 
point dp l’autre, le rapport de centre do description à centre de description ; ce 
théorème ne désigne poitrlant|>as deiupbiiits, l’uadeS, i’autréde s, qiûsoicni 
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acluellemeDt centres corrélatifs de descripüon'de ces solides. C’est pcnrqtioi, 
afin d’en venir i cette désignation , j’observe t[ue deux corps sendtlables S, 
ne difieiant que |>ar là grandeur; on peut dire en general , qti*iin point situé 
dans S, est centre corrélatif de description d’un point sendtiahlement situe 
dans .5 j qne par consérpient , un point unicpie de S , est centre corrélatif de 
descri|»lion du point iini(|ito de a, qui lui correspond; que par exemple, s’il est 
question de deux pvraniiiles .seuiblabics , le sommet de l'une, est centre cor- 
rélatif de description du sommet de l’autre : s’il est question de deux prismes 
semblables, le milieu de l’axe de l’un, est centre corrélatif de description du 
milieu de l’axe de l’autre : s’il est question de deux sphères , le centre de l’une, 
est centre corrélatif de description du centre de l’autre; et ainsi des autres 
corps scndilables. 

Définition. L’idée de pyramide , n’est qu’une idée particulière , relativement 
i celle que j’attacbe à l’expression Corpt-pyramida! , quand je dis qu’elle 
pour objet un corjrs SABC ( lig. 262 ), qui reposant sur une portion de plan, 
hiiie ou iufiuic , terminée |<ar des lignes droites ou coiirltes, a pour sommet 
un point S, hors du plan de sa base ABC. La droite SA, fixée en S par un 
de scs points , décrit le corps pyramidal SABC , quand on la fait tourner au- 
tour de ce point , en l'assujettissant à ne jamais sortir du contour d’ABC. La 
Hauteur d’un corps pyrainitlal est la perpendiculaire SP , abaissée de son 
sommet sur ic plan de sa base. 

THÉORÈME CL XV. 
kki.Çluaml on coupe un corps pyramidal par un plan parallèle d celui de sa 
base , 1,® le corps pyramidal partiel est semblable au corps pyramidal 
total : 2.® les bases de ces deux corps sont semblables : 3." le pied de 
la hauteur de l’un étant pris pour centre de description de sa base, le 
pied de la hauteur de l’autre est le centre corrélatif de description de 
la sienne : 4.* enfin , les rayons de description de la base du corps par- 
tiel, sont aux rayons corrélatifs de description de la base du corps total, 
comme la hauteur du corps partiel est à la hauteur du corps total. 

Soit SABC (Gg. 363 ) , un corps pyramidal , codpé par abc , plan parallèle à 
sa Ixaso ABC : j’imagine un troisième plan, qui passe par le point S, parallèle- 
mentaux plans abc, ABC; et toutes les droites comprises entre le plan imaginé et 
le plan ABC, étant coupées en parties proportionnelles par le plan abc n.'ayo; 
les droites qui du point S aboutissent A la seclioii abc , sont proportionnelles 
anx droites qni du point S aboutissent à la base ABC; par conséquent j Sa6c 
corps partiel, est scoibhible à SABC corj» total. 
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J’abaissft à présent SP , perpendiciJaire en P sur ABC , et en /> sur abc ; 
je lire du point P an contour d’ABC les droites PA, PB, PC, eic. ; je liie 
aussi dans les plans SPA, SPB, SPC, etc., les droites pa, ph , bc, cic. et 
j’ohsene, que les triangles Sy;<i, &pb y Spe, etc., comparés aux triangles SPA, 
SPB, SPC, etc. , leur sont équiangles, par un angle commun S, et un second 
angle, égal à un second aug1ey;=P. D'où il suit que les droites pa,/7Ù, pc, etc. 
sont proportionnelles anx droites PA, PB, PC, etc., que la base abc est sem- 
blable à la base ABC ; que les points />, P sont centres corrélatifs de descrip- 
tion , le premier d’abc, le second d’ABC; que les rajons de description d’oAc, 
sont aux rayons de description d’ABC, comme Hp ; SP; et partant, que le iLéo- 
rèuic proposé est vrai dans toutes ses parties. 

Coiisi^giicnce i. Ce qui est vrai en général des corps pyrauiidaui, est vrai 
eu particulier des pyramides; par conséquent si, à ce qui a été démontré de 
celics-ci n.° 58a , on ajoute ce qui vient d’être prouvé des corps pyramidaux; 

443.11 sera avéré, quê lorsqu’on coupe une pyramide tjuelcongue par un plan 
parallèle à sa base, l.' la pyramide partielle est semblable ri la pyra- 
mide totale: a.* la base de la pyramide paç/ielle est semblable à la base 
de la pyramide totale : 3.* le pied de la hauteur de la pyramide partielle , 
étant pris pour centre de description de sa base; le pied de la hauteur de 
la pyramide totale , est le centre corrélatif de description de sa base : 4." les 
rayons de description de la base de la pyramide partielle, sont aux 
rayons corrélatifs de description de la base de la pyramide totale , comme 
la hauteur de la pyramide partielle , est à la hauteur de la pyramide 
totale : 5.“ les faces de la pyramide partielle , sont équiangles nne-à-une 
aux faces de la pyramide totale: 6.® les angles solides à trois faces, qui 
reposent sur la base de la pyramide partielle, peuvent convenir un-à-un 
avec les angles solides ci trois faces , qui reposent sur la base de la pyra- 
mide totale : q.‘ enfitt , les côtés de la pyramide partielle d’une part, et 
les côtés de sa base d’autre part, sont un-à-un aux côtes de la pyramide 
totale d’une part, et aux côtés de sa base d'autre part , comme la hauteur 
de la pyramide partielle, est à la hauteur de la pyramide totale. 

a.* Conséquence a. Ce qui est vrai en général des corps pyramidaux, est 
vrai eu particulier des cônes; par conséqent si , à ce qui vient d’être démontré 
dos corps pyramidaux , on ajoute ce qui a été démontré des cônes n.“ 587 ; 

441.11 .sera vrai, que lorsqu’on coupe un cône, par un plan parallèle à sa base, 
1 .' le cône partiel est semblable au cône total : a." la base du cône partiel 
est lui cercle dont le centre est à un point de t’axe du cône total, et dont 
le rayon est au rayon de la base du lône tçtal, comme l’uxe du cône par- 

in 
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liel , est <i l’axe du cène total , ou comme la hauteur du cône partiel, est 
à la hauteur du c6ne total ; ou eujiu , comme un côté quelconque du cône 
partiel, est au côté du cône total , dont il j'ail partie. 

THÉORÈME C L X V I. 

n.'VeS. Lorsque deux corps pyramidaux sont semblables , leurs bases sont sem- 
ble blés j leurs hauteurs sont entr' elles , comme les rayons corrélatifs de 
description de leurs bases , et les pieds de leurs hauteurs, sont centres 
corrélatifs de description de leurs bases. 

Le corps pyramidal Zdef{h^. aGa), étant snppofc scmiilalde au coqis pyra- , 
miilnl SABC ) la suite iiiGiiic des corps qui dérhent de SABC , en contient tin 
Sabc , avec lecpicl ’/.def est capaldc de convenir; par conséquent, les rapports 
qui existent, entre SnJe et SABC, existent entre '/.def et SABC: c’est-à- 
dire , que la hase def est semlilahie à la hase ABC; que la liamciir Zq de 
Zdef est à la hauteur SP de SABC, comme qd , rayon de description de def, 
est à PA , rayon corrélalif de description d’ABC, et qu’cnfin, 17, P, sont cen- 
tres corrélatifs de description, le |>i’Ciiiicr de def, le second d’ABC. 

Conséquence 1. I.or.sqiie les corps pyramidaux scnihiahics 7,dff, SABC 
sont des pyramides , la première 'Z def, est égale cl semhlahle à Sabc-, 
d'où il suit, rpic les rapports qui existent entre Sabc cl SABC, existent entre 
Z.def et SABC; que par conséquent, on peut dire de deux pyramides sem- 
Idahlcs Z.def, S.ABC, tout ce qui est dit u.” 445 de deux pyramides, l’iinc 
]<ai'iic1Ie , l’autre totale , dans la supposition , que la partielle provient de la 
totale , coupée par un plan parallèle à sa hase. 
n.'%'yj. Conséquence a. Lorsque les corps pvramidaiix Z.def, S.ABC sont des cônes, 
le premier Z.def peut convenir avec Sftèc; d’où il suit que les rapports qui 
cvisleitl ciilrc Sabc et SABC, existent aussi entre Zdef et SABC; que par 
conséijuent, on pciil dire de deux cônes semhlahlcs, tout ce qui est dit n.*444 
de deux cônes, Puii partiel, l’autre total, dans la supposition, qnc le partiel 
provient du total, coupé par un plan parallèle à sa base. 

' Dénominations. Lorsqu’un corps est terminé en entier par des figures 
planes, cos figures prennent le uoiii de Faces de ce corps: c’esl-à-dire , que 
sous celte dèiiomiiiaûuii sont comprises, non-seulement les faces proprement 
dites de ce corps, mais aussi s.v hase, s’il en a une; son toit, s'il en a un. 
Quant aux iiiterseclious des faces, en les prenant dans le sens que nous ve- 
nons de spe'cificr, on leur donne le nom de Côtés du corps que ces faces-memes 
teruiiucjit. 


Digitized by Google 



G É O M T n r E É I- É M F K T \ I n K. 

THÉORÈME C LX V n. 


•> I .» 


n, “ t'i%. Lontquf iJeut corps sont semtilahhs , et que toutes les faces de Fan sont 
planes et rectilignes , i.’ toutes les faces de l’autre sont planes aussi et 
rerlilignes : a.* les faces de l’un sont en mhne nombre que les faces de 
l’autre : 5.* celles du premier sont semblables iiiie-à-ime et pro|>ortion- . 
ndles à celles du second: enfin, les angles solides de l’un, peuvent 

convenir un-à-un avec les angles solides de l'autre. 

On suppose (jiie le corps X ( fi{;. 265 ) , est icnniné par des faces plane» 
et l■ei.•llI!glles; que le corps Y lui est seniblalile ; qne le po;nl O, centre de 
, «iesoripliou J’X , coïncide a\ec O, centre corrélatif de de ciiplinn tl’Y ; et 
tpte ces corps X, Y, sont disposés anlotir dn point O, tle manière qne les 
dioiies, qui, de ce point vont nlioutir à la surface d’X , sont proporlioiinclles 
aux droites de iiiôine diicctiuii, qui, Je ce point même, sont aboutir à la 
stnTace J’Y. 

Cela supposé , l’on tire du point O les droites Oa , C)b , Oc, c'c. et on les 
prolonge uu-Jelà des sommets a, b, c, etc. de tous les angles solides d’Xj 
üti prend ensuite , sur Oa prolniigce , une longueur O.A , abontis.sanl à I» 
surlacc J’\ , de sot te que Oa e.’t à OA , comme une droite quelconque , 
lirce du point O à la .surface d’X , est à celte droite, augnicnlcc de sou pi o- 
lorigeuicul jusqu’à la stirfacc d'Y ; enlin, l’on fait passer par le point A, un 
jdaii .AliC, parallèle an plan abc, et l’on ob'crte ; qne les p\ianiidcsOair, 
O.iBC' sont telles, que les droites menées dn point O, an liasers d’nic, jils- 
q tics à ABC, sont coupées par abc, dans le rapport d On ; OA; qne par 
coiisc’qneiil ABC, figure rectiligne semblable à alv , fait partie de 1» sinfacc 
d’Y ; Cl l'on ajonio , que l'on pi ont croit de la ménie manièie , qne faisant 
passer par le point B, nn plan BEF, parallèle an plan la section EEIC, 
qui cil résnllcroil , sèroil .semblable à la figure befir , et feroii partie de la 
surface d’V' ; do sorte qn’à'chuqnc face d’X , répond nue face d’Y, qui lui est 
semblable. 

li’on observe ensuite, que le.s triangles O.AB , Oab e'iant cqniangles , par 
nn angle comninn O , et les côtiis autour de cet angle proportionnels; il s’ensuit 
que ABr ab=-0\ -.Oa, c’est-à-dire, qne les côtés coiTespomlans de deux des 
figures semblables, qui terniincnt, l’iiiic le solide Y, l’antre le solide X , sont 
entr’eiix comme O.V ; Oo; que par conséquent, tonte» ces figures d’une part, 
sont rcspectiicmciil à toutes ces figures d’antre part, OA* : Ou*; e* pajlaul, 

. que les une» sont pu oporliomtclic» aux antres. 
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Enfin l’on prome que les angles solides d’Y , peuvent eoiiTeiiir nn-à-un 
avec les angles solides d’X ; que par exemple l’angle solide ABCD , peut con- 
Teiiir avec l’angle solide abcd, en coiisideiant , que BAC, BAD, CAD, faces 
du premier, comparées à bac, bat!, cad , faces du second, sont les angles 
correspondaus de figures rectilignes , scmldaltles, parallèles, et rangées dans le 
même ordre, d’où il suit que les unes sont rcspcclivemcnl égalés aux autres, 
et forment les mêmes angles spaciaires qu’elles j que par conséquent, l'angle solide 
ABCD , peut convenir avec l’angle solide abcd; et qu’on eu peut dire autaut , 
de tout angle solide d’Y, compare à l’angle solide d’X, qui lui correspond. 
O.* 449 . Conséquence j. Lorsqu’ an corps est semblable d un solide régulier , ce 
corps est un solide régulier de même nom que celui auquel il est semblable. 
n.*45o. Conséquence a. Lorsqu’un corps est semblable à un prisme, ce corps est 
un prisme; ses faces sont semblables et proportionnelles une-d-une aux 
faces de celui auquel il est semblable , et les angles solides de l’un , peuvent 
convenir un-à-un avec les angles solides de l’autre. 

THÉORÈME C L X y 1 1 1. 

corps sont semblables , quand ils sont terminés par le même nombre 
de faces ou figures planes rectilignes ; que les faces de l’un sont sem- 
blables et proportionnelles une-d-une aux faces de l’autre ; et que les 
angles solides du premier, peuvent convenir un-à-un avec les. angles 
solides du second. 

Soint X, Z (fig. 963), deux corps qui nient entr’eux les rapports -qu’on 
vient de spe’cifier. D’un point O du corps X , par les sommets de tous ses 
angles solides , je lire les droites On, Ob , Oc , etc. et je les prolonge au-delà 
des sommets, a, b, c, etc.; je prends sur Oa prolongée telle longueur OA, 
que le rapport Oa : OA soit égal au rapport qui existe entre ab et GH , côtés 
correspondans de deux faces semblables des corps X , Z ; je fais passer par 
le point A, un plan ABC, parallèle au plan abc ; puis par le point B, un 
plan BEF , parallèle à bef j par le point C , un plan CAD , parallèle à cadf et 
ainsi de suite , jusqu’à ce que toutes les droites Oa , Oc, Od, etc. soient 
coupées , dans leurs prolongeniens , par des plans parallèles aux faces d’X , et 
qu’il soit formé autour du point O , un corps Y , semblable au corps X , 
«omme je vais le démontrer. 

Observex en elTol et en premier lieu, que les droites OA, OB, OC, OF , 
OE, etc. sont proportionnelles aux droites Oa , 06, Oc; Od, Oe, etc.: car 
premièrement OA, OB, OC, sont les eûtes d'une pyramide DABC, conpée 
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par un plan ahc, paralKIe à celui de us base ABC, tandis que Oa , Ob , Oc, 
sont les côtés d’üaôc , pyramide retranchée' ; d’où il suit que OA : OB ; OC 
— Ou ; Ob : Oc : En second lieu , OB , OC , OF , 0£ , sont les côtes d’une 
pyramide OBCFE, coiqiée par br/", plan parallèle à sa base BCFE, tandis que 
06, Oc, O/, Oc, sont les côtes de la pyramide retranchée Obrfe ; d'où il 
suit qii’OB : OC : OF ; 0E=06 : Oc ; Of : Oc. Proportionnalité , qui , com- 
parée à la précédente , dénioiilre , que les côtés des doux premières pyra- 
mides sont entr’eux , comme les côtés des deux secondes , vu que les côtés 
OB , OC, — 06, Oc, qui sont ou proportion dans ruuc , le sont aussi dans 
l’autre. En général donc , les côtés de deux pyramitlcs contiguës d’X , sont 
projiorliouuels aux côtés des deux pyramides coiTCspondanles d'\ j par consé- 
quent , les côtés de toutes les pyramides composantes d’X , sont proportion- 
nels aux côtés de toutes les pyramides composantes d’Y : en d'autres termes, 
toutes les droites tirées du point O à la surface d’X , sont proportionnelles à 
ces droites prolongées jusqu’à la surface d'Y ; par conséquent X , Y, sont des 
corps semblables. 

Observez à présent, que les triangles Oo6 , OAB étant équianglcs par cons- 
trtiction , il s’ensuit que Oa : OA = ab : AB ; et que puisqu’un a fait 0<» : 
OA =: ab : GH j ces deux proportions conduisent à la suivante ab : AB = ab ; 
GU, de laquelle il résulte que AB = GH. 

Observez encore que , par supposition , les fanes de Z sont .semblables une- 
à-une aux faces d’X, pendant que, par démonstration, les faces d'Y, sont 
semblables une-à-une aux faces d’X ; que par conséquent , les faces de Z , 
sont semblables une-à-une aux faces d’Y, et que, puisqu’il y a égalité entre 
AB, côté d’ABC , et GH, côté correspondant de GUI , les faces de Z sont 
égales et semblables aux faces d’Y. 

Observez eniin , que les angles solides d’Y, peuvent convenir un-à-un avec 
les angles soKdes d’X, attendu que l’un quelconque de ceux d’Y, est terminé 
par le même nomlire de faces que celui d’X , qui lui correspond j que les 
faces du premier, sont les angles de certains rectilignes, pendant que les faces 
du second, sont les angles correspondans de rectilignes semblables; etqu’cnfin, 
les faces du premier , sont parallèles tme-à-une aux faces du second , et ran- 
gées dans le même ordre qu’elles. 

Résumez maintenant ces observations et vous verrez qu^T et Z ont entr’eux 
tous les rapports requis pour qu’ils puissent convenir , savoir , même nombre 
de faces ; faces capables de convenir une-à-une ; que par conséquent , puisqu’Y 
est semlilable à X, Z l’est aussi ; et partant, que la démonstration du théo- 
rème proposé .est complète. 
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U.* 45a. Conséquence j. Les sulldes réguliers de meme nom sont des corps sem- 
hlubles. 

«.®453. Conséquence a. Deux prismes sont semblables, quand ils sont lerratnes par 
le même nombre de laces ; que les Ittces de l’nn sont semblables et propor- 
tionnelles wne-a-nne aux faces de l’autre, et que les angles solides du premier, 
peuvent convenir uu-à-un avec les angles solides du second. 

H.’ 454. Conséquence 5. Lorsque deux prismes sont semhlnbles , il suit de la con- 
venance respective de leurs anqles solides, que leurs cé>tés sont épalement 
inclinés sur les plans de leurs bases ; il suit de la similitude respective de 
leurs faces , que les côtés du premier sont proportionnels aux côtés du 
second , il suit enfin de la similitude de leurs bases , que les diagonales 
de l’une , sont aux diagonales correspondantes de l’autre , comme un côté 
de l’une , au côté correspondant de l’autre, ou comme un côté du premier 
prisme au côté correspondant du second. 

THÉORÈME CLXIX. 

».*455. £/« corps semblable à un cylindre est un cylindre ; de plus les axes de 
deux cylindres semblables ont même inclinaison sur leurs bases, et sont 
entr'eux , comme les rayons de ces bases. 

ABCDEF (fig. 264), est un cvliiidrc, qui a pour base ABC et pour toît 
DEF; son axe VL est incliné de façon quelconque sur ABC; le diamètre 
AC «l’ABC, est parallèle au diamètre DF de DEF ; par conséquent le quadri- 
latère ADFC, est un parallélogramme , partagé eu deux ég.’dcment par l’axe 
VL; de sorte que si l’on tire la diagonale AF, elle conpe VL p.ir son milieu 
O, attendu que les triangles AOV , FOL sont équianglcs et que leurs bases 
AV’, FL sont égales. — Par nue raison semblable, la diagonale DC, passe 
aussi par le milieu de l’axe V’L , et parlant , les diagonales AF, DC se coupent 
par le jioiul O. 

J’observe à présent, que lorsque d’im point O tTABCDEF (X), l’on tire 
• à sa surface toutes les droites qu’il est possible d’v tirer, et qu’on rclranclic 
de ebacune d’elles une partie qui lui est proportionnée, les parties relraiiehées 
aboutissent à la surface d’un corps V’ , semblable à X ; que par conséquent , 
il ne s’.vgil plus que de savoir, si ce corps Y a eîTeciivetncnt an corps X , les 
rapports que le tliéorêmc proposé spéciGc. Mais j’avcrlis qu’en clicrcbaiil la 
réponse à cciie question, j’entendrai ]>ar les mots surface du cylindre X, 
Dou-sc nie ment sa surface courbe, mais aussi sa base cl son toit. 




G É O M K rn f E ÉLÉMENTAIRE. 


Sig 

Cola pOM* , soit OD : Oct le rapport qui doit exister , entre cliaqtic ligne liri'e 
du point O a la surface d’X, et lu partie île celte ligne qn*on se propose d*cn 
retranclicr : soit aussi OC : Oc dans le même rapport , cusorte que OC : Oc 
= Oü : Or/. 

Maintenant, si par le point d , l’on fait passer un plan di’f, parallèle i DEC, 
il coupera le cône ÜDEF , de maiiièro que la section sera un cercle , et ipie 
tontes les droites aboutissant à DEF, seront unc-à-une aux droites ulioutis- 
sanl à de/ , dans le rapport d’OD : Od j d’où il résulté que r/ç/" fait partie 
de lu surface d’Y, corps scinhlalilo à X , et qu’il en est de mciuc d’nôc, sec- 
tion du cône OABC, par un plan mené par le point c, parallclcmcnt à ABC. 

Ainsi le rapport 0.\ : On, étant égal à celui d’OC : Oc, est égal aussi au 
rapport d’OD : Od ; d’oi'i il suit qne , si l'on lire lu ligne ad, les côtés des 
triangles 0.\D, Oad , autour de l’angle O, sont proportionnels; leurs bases 
ad, AU, sont parallèles; toutes les lignes tirées du point O , au travers d’or/, 
jusques à AD, sont conpées jiar ad, dans le rapport d’OD : 0</; et la ligne 
ad est à la surface d’Y, corps semblable à X. De sorte qu’en général, si à .AD, 
côté d'X, répond à la surface d’Y, une parallèle ad , telle que le rapport AD: 
ad soit ég.al au rapport OD : Od ; de même , à tout autre côté d’X , répond , 
à la suiface d’Y , une parallèle de graudeur telle , que le rapport de ce rô:é 
à cette parallèle , est égal à celui d’OD ; Od-, que par consiapienl \ est tut 
cylindre , que son axe pl, est incliné à sa base abc, comme l’axe VL d'X est 
incliné à la sienne ABC , et qu’enfin , ces axes sont eiilr'cux , comme les 
rayons vc, VC, des cercles abc, AEC; couforinénicnt à l’énoncé du ibéo- 
rème prtfpOié. 

THÉORÈME CL XX. 

«.* 45G. pyramides semblables sont en raison triplée de leurs hauteurs , on de 

leurs côtés correspondons , ou des côtés correspondons de leurs bases. 

Les pyramides quelconques sont en raison composée de leurs bautcurs et de 
leurs bases. Mais les hauteurs des pYramides semblables sont comme les côtés 
correspondans de leurs bases, et leurs bases sont semblables; doue les pyia- 
niidcs semblables sont en raison composée de leurs hauteurs et des cariés des 
côtés correspondans de leurs bases; donc elles sont en raison triplée de leurs 
hauteurs, ou des côtés eorrespoodans de leurs bases, ou de leurs propres 
eôtésr 


\ 
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THÉORÈME CLXXI. 

u-'k^T-Lcs cônes semblables sont en raison triplée de leurs bouteurs, ou de leurs 

axes , ou de leurs côtés correspondons , ou des rayons de leurs bases. 

Les cônes quelconques sont en raison composée de leurs haiileurs et de 
leurs bases. Mais les rayons des bases des cônes semblables sont comme les 
Lauleurs de ces cônes ; donc les cônes semblables sont en raison coiupose'e de 
leurs bailleurs et des carrés des rayons de leurs bases , donc ils sont eu raison 
triplée de leurs bauteiirs , ou de leurs axes, ou de leius côtés correspoiidans , 
ou des rayons de leurs bases. 

THÉORÈME CLXXII. 

n.'iSS. Les prismes semblables sont en raison triplée de leurs hauteurs, ou de 
leurs côtés , ou des côtés correspondons de leurs bases. 

Les prismes (|uelcont{ues sont en raison composée de leurs liaiiteurs et de 
leurs bases. Mais les hauteurs des prismes semblables sont comme les cotés 
corrcspoiidans de leurs bases, ei leurs bases sont semblables ; donc les prismes 
semblaiiles sont en raison composée de leurs liauteiirs et îles carrés des côtés 
correspondaus de leurs bases; donc ils sont en raison triplée de leurs hauteurs^ 
ou des côtés correspoudans de leurs bases , ou de leurs propres côtés. 

THÉORÈME CLXXIII. 

B.* 45g. Le# cylindres semblables sont en raison triplie de leurs hauteurs, ou des 
rayons de leurs bases, ou de leurs axes. 

Les eviindres quelconques sont en raison composée de leurs hauteurs et de 
leurs bases. Mais les hauteurs des cyliinlres semblables sont comme les rayons 
de leurs bases ; donc les cylindres semblables sont en raison composée de leurs 
hauteurs et des carrés des rayons de leurs b.ases , ou eu raison triplée de leurs 
hauteurs , ou en raison triplée des rayons de leurs bases , ou eu raison triplée 
de leurs axes. 
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n.’liGo.Deux corps réguliers de mime nom, sont en raison IripFée de leurs câlés. 

■ Ces corps sont' composés <riiulniil Jo jnranildos l’im ’qne raïUie, celles rpii 

fornicnl le prenirer pciivcni comeuir entr’ellcs; celles fpii foi-meiil le second 
' ' .peuvent convenir enlr’elles ; les |»reniièi es soin semblables aux secondes ; par 
conséquent ces dciix^ corps sont entr’enx , comme une pyramide compo- 
^ santo de l’un , est à une pyramide composanle de l’autre. Mais les pyram’rdirs 

seiidjlahles sont -en raison Iriphs; des côtc's «orrcspoiiJansde leurs bases, et les 
côtés des bases des pyramides en question, sont autant «le côtés des deux 
corps régulicts que l'on compare ; donc ces corps sont en raison triplée Je 
leurs côtés. 

TÔÉORÉME CLXXV- 

spheres sont en raison triplée dé leurs rayons. 

Les cylindres circonserks à rblTéTCntes sphères sont semblables , altcndn 
qu’ils sont droits, et que leurs axes sont donbles des rayons d^ leurs bases. 
Mais les cylindres semblables sont eu raison triplée des ravens de leurs bases; 

■ donc les cylindres circouscrits à deuxspbcres différentes , sont en raison triplée 

des rayons de ccs sphères; donc les f de ces cylindres, c’est-à-dire , les- 
sphères inscrites, sont en raison triplée de letirs rayons. 

Autre démonstration de la même projwsition. Siqiposé que- deux sphères s, 
S soient réunies autour d’un centre commun O , et que le rayon r de la pre- 
mière soit plus petit tp'ic le rayon R de la seconde : Si sur la superficie des*, 
on décrit on triangle sphérique abc , ét que, dn point O, par a , ô , fc, soiii- 
roels des angles de ce triangle , on tire des droites 's trois points , B, C <le 
la surface de S .* Si ensuite , on fait passer un plan p.ir les- points a , b, c; puis 
yin autre plan, par les points A, B, C; les pyramides triangulaires Oabc , 
OABC seront semblables, attendu que le plan nôc, coupaul les côtés <lc I.t 
pyramide OABC, proporuoiincllemeat à ccs côtés-nièincs , sera parallèle au 
plan ABC. Ces pyramides seront dune en raisou triplée de leiiis côtés corics- 
pondans , c’est-à-dire comme r^ r R^ 

Si au lieu de décrire un seul triangle sphérique sur la superficie de s, on en 
décrit Icrnombre, que ccito superficie eu soit toute composée, et que, par 

^ ■ 4i 
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les soiiiincls des angles de tous ces triangles , on tire du point O à I» surface 
de S des droites, dont les extrémités y marrincnt les sommets d’aiiiaBt de 
Irùuigles ijii’il s’eu trouve à la surface de s : Si ensuite, par les sommets des 
angles de chacun des triangles déciits sur s , comme par les sommets des 
angles de cliactut des triangles iitditpiés sur S , on fait passer des plans ; i .* il 
se trouvera dans s, un nombre de pyiamides triangulaires, qui rcunies forme- 
ront un polyèdre , à faces triangulaires : a. * il se trouvera dans S , pareil aoiubre 
de pyramides triangtilaires , qui réunies formeront un polyedie a fitees triangu- 
laii ■os : 5.* les pyramides composantes de X seront une-à-unc aux pyramides 
composantes d’Y, comme rS : R5 : 4.® enfin, X sera k Y , comme r® : R* , 
attendu (|ue lorsque plusieurs raisons sont égales, la somme de leurs ante- 
eedens , est à la somme de leurs consc'queos, comme un antécédent est à son 
conséquent. 

Observez à présent , que l’on peut rapproclusr de plus en plus , et sans fin , 
les trois points qui détermiiicut la base de chacune des pyramides composantes, 
soit de X, soit d’Y ; que par conséquent les distances de ces points, sur les 
sphères a , 8 , sont re'diicliblos à des arcs de cercle , plus petits qu’aucun arc 
de cercle donné; que la corde d’un arc pins petit qu’aucun arc -donné , coïn- 
cide «vec cet arc ; que les surfaces des sphères a. S, viennent enfin à coïncider 
avec les surfaces des polyèdres X, Y; que ces sphères conviennent alors avec 
CCS polyèdres; que la sphère «, est le dernier terme de la suite des polyèdres 
X ; que la s[)hcre S , est le dernier terme de la suite îles [lolyèdres Y ; que 
ce rpii est vrai en général des termes oorresponJans de deux suites , est vrai 
en particulier de leurs derniers termes; et vous conviendrez finalement, que 
* : S = : rs R j. 

n.* 463. Applioalion de la démonstration précédente aux corps semblables quel’ 
conques. — Soient x, Z deux corps scmhlables qticlconques , qui ayont a, 
S pour surfaces, et r, R pour rayons corrélatifs de description ; Supposé i.® 
qu’on fasse coigeidor en O , un centre de description de s , avec le centre 
corrélatif do description de Z : a.® qti’oii dispose ces corps autour d’O, ensorte 
que les rayons de desoription du premier , suivent la même direction que les 
rayous corrélatifs do description du second : 0.® que par trois points a , 6 , c, 
de la surface *, on lire du centre O, a la surface S, trois lignes droites OA, 
OB, OC : enfin , supposé que par les points a, b, c , l’on fasse passer 

un plan, et par les points A, B, C , un autre plan; les cotés de la pyramide 
triarigiilaire Oabc , étant proportiomicls aux côtés de la pyramide tiiangulaire 
OABC ; les bases abc , ABC de cos pyramides seront parallèles ; ce» pyranndet 
mêmes seront sondrlables, et leur rapport sera celui de r® ; R®, 
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Muîs prcaiiÎTemeDt , de la nièiue manière que deux splières rni)C('nlri<|ti<'s , 
peuvent »c partager en un nombre inde'Gui de pyratnides triangulaires, telles, 
que celles de la petite splièrc soient une-à-une à celles de la grande , eomme 
rj : R®; de la raùiue luanicrc , deux corps semblables s , Z, peuvent sc par- 
tager en un nombre indéfini de pyramidee triangulaires, telles , que celles de : 
soient ü celles de Z , coionie r* : R^ : Secondement , ainsi qu’on a conclu 
delà, que les sphères concentriques e'toicnt entre elles comme /-S R3; nn 
conclura de là même , que fies corps semblables quelcompies < , Z , sont cn- 
tr’eux comme r3; , c’est-à-dire , en raison triplée de leurs rayons corrélatif 

de description. 

■•*464 Conséquence. Les bases ahc, ABC des pyramides semblables Oo^c , OABC 
sont entr’cllcs ; comme : R’ ; en général , les bases des pyramides compo- 
santes de £ sont une à une aux bases des pvraniides composantes de Z , comme 
r’ : R' ; par conséquent , , toute la surface de £ , est à toute la surface de 
Z, comme r' ; R'; cl parlant, les surfaces des solides semblables , sont eu 
raison doublée des rayons corrélatifs de description de ces solides. 

Digression. Dans la section V de ces F.Iémens, je suis passe' des polygones, 
régtdicrs aux nombres polygones : Dans 1a section présente , je passerai des 
pyramides régulières au nombres pyramidaux. 

Qu’on se représente des pyramides régulières , les unes triangolaircs , les 
autres tétragoiics, pentagones, hexagones, etc. toutes de hauteur indéfinie. 
Si l’on dKise le côté d’une quelcouijne de ces pyramides , eu un qombre 
indéfini de parties égales, et que par chaque point de division Dn fasse 
passer un plan parallèle à la base de cette pyramide ; ces plaqs couperont la 
pÿramidc-méme de manière que ses sections seront une suite de pnltgones 
réguliers , dont les côtés suivront la progression des nombres naturcL, i ,3, 

3 , 4 , 5 n. 

Mais les triangles équilate'raux dont les côtés suivent la progression des 
■ nombres naturels , portent chactm à sa surface un terme de la progression de» 
nombres triangulaires , il ne manque à cette progression que son premier terme , 
qtii est l’imilé , laquelle se trouve au sommet de la pyramide. Les carrés dont 
les côtés snivcnl la progression des nombres naturels, portent chacun à sa sur- 
face un terme de la progression des nombres carrés; il ne manque à cette 
progression que son premier terme, qtii est l’uiiitc, laquelle se trouve ai^ 
sommet de la pyroraidc quadrilatère. En général , les polygones réguliers de 
l’ordre m , dont les côtés suivent la progt ession des nombres naturels , por- 
tent chacun à sa surface un terme de la progression des nombres polygones 
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de l’ordi c /7/-2 , il ac inaiii|iie à celle progression ipuj son premier terme , 
tjni est rnnitc, laquelle se trouve au sommet de la pvraniidc de m côtés. 
J)'ôù il soit 1.* qu'en joigiiniil aux points porte's par les siiiTaces des sériions 
d’une pyramiilc régulière de /?t cotes, le point du soimucl de cette pyramide ; 
CO point et ceux de ces sections , ajoutés successivement les uns aux autres , 
fornieiil la suite sominaliice de celle des aombres )K)Ivgones do l’ordre de 
• /n-2 : a.“ tpio e'esl la raison pour laquelle ou a qualifié de nombres pyrami- 

daux les termes de celte suite; 5.® que ohaqiie suite de nombres |K>Wgr>ncs, 
avant pour somraalriec une suite de nombres pvTatnidaiii ; il y a autant d’or- 
dres de nombres pyramidaux, que d’ordres de nombres pobgoncs. 

On peut ranger des boulets de môme diamètre en pyramides liiangulaires et 
et régulières : on pose un botilel sur trois boulets ; colle pyramide de quatre 
boulets se pose sur un triangle de six boulets, et ainsi de suite. On range de 
même eu jivramides reguliùrcs et quadrilatères des boulets de même diamètre, 
eu posant un bpuict sur quatre boulets j celte pyramide de cinq boulets, sur 
itn carre de neuf boulets , cl ainsi de suite ; mais on ne peut pas construire 
avec des boulets de meme diamètre des [lyrainides régtditTcs, d’ordre siqiericur 
à celui des pyramides quatliilatères, parce que les points qui représcrKcnt les 
boulets , ne peinent se jioser sim des pentagones, Iicxagones , bcptagoiics, etc. 
comme l'cxigeroii la consiriiclion de pyramides semblables ; il sliiru pour s’en 
convaincre de jeter les yeux sur la figure 99. 

ilappelous à présent à notre mémoire , que le terme général de Li suite des 


pondires> polygones de l’ordre rn-a, est 


{m- ^)nn-(ni-4]n , 


en tant que n 


est l’indice des termes de celle sitiié , et observons, que les premiers termes des 

^utiles do dilVéï'cnccs premières et secondes de la série qui a pour terme général 

(/»-2)/m-(r/i-4>i, . / y / \ • . 

i — — ^ sont respoettvemeat , (m-a); que par conséquent, 

le premier terme de celle série étant 1 , sou terme sommaloire est n -+- 

— f/n-ilH (/n-a), cl partant, que e est aussi le terme 

a . a 1.3,3 J 

général (je UhUos les suites de uomlnes pyramidanx. . , I . 


■ . . . . i . 
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«lernière ligne, différente de 3 f , liser; différente de MN 
ligne 10, obliques, liseï, p9rallt:les 

17, Ggurc47, lises: fig. 4 C. 

Dans la Ggnrc 79 la lettre nnanque. 

3 o , s'élève par cela même du point C, lises : Relève par cela même du point 3 

3 i , e< ceux de see côtèë , r 4 D,Vaet : et ceux de ses cAlès ri B, AF. 

ak J faisant tourner autour du point A j lises : faisant tourner autour du 

point B 

19, les droites' AO f CD, lises: AO, CO 

i-i-ys '+K5 

18. lie : 1 lises: ‘le 1 • — ■ 

’ 4 - 4 

18, mais CD diag tVABCD, lises: mais CB diagonale d’ABCD , 

aa , seioient être , lisez : sauioient être. 

10, égal à SQB, lises : égal à SBQ 

aa, les inclinaisons SQB , ZP'A, lises: Us inclinaisons ZBQ, SAP 

a 5 , SQB égal à un second angle iPA, lises : et un second cmgle ZBQ 

égal à un second angle SAP 
.. — tlerniëre, ABD : EFG, lises: ABD \ EFH. 

i, AU .\\vtx-. EU. 

dernière , milieu A 31 , lises : milieu PM. 

18, sr//— 90, lises: xU—ÿtf 

— 10, en remontant SI*A , SPB , SPC, lisez: PSA, PSB, PSC 

1 , SOFij, lises i SOF=sq. 

3 C, î<;9°, lises; 9 < 9 ‘>°- 

— ao, on a oublié la lettre /n dans la figure aai* 

ag, manquent au cercle du milieu les lettres E. M. N. 

a, GUI KLM, lises: GUIKLN 

1 , du triangle SRB , lises : du triangle SB.L 

38 , ai, bd, dO , lises : ai, bd, dU. 

4 , en remontant U cercle ABC, lisez: 

36 , ABFQFE. lises : ABPQFE 

1 1 , abc-def, lises : abc , def. 

a8 , triangulaires lises; BADC,^.fd^ 

même ligne, et de bases ADC, AFC, lises: et de bases ADC, AFD , 
W^oe^ , BADC étant la même que lises! DABR 
= DABC—BEFD 

— - 4, comme 




y» 


1 , lises ; comme j/'- 
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